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Résumé iX

Résumeé

Pour assurer la fidélité des couleurs reproduites par une imprimante, on fait appel a des
tables de calibration produites sur la base des mesures d’un grand nombre d’échantillons.
Dans le cadre de ce travail de thése, un modéle de prédiction couleur est développé en
vue de calculer les teintes de ces échantillons sans avoir a les produire et a les mesurer.
Connaissant la trame ainsi que les propriétés physiques des encres et du support utilisés,
notre modeéle est en mesure de prédire les spectres des imprimés. Il a été appliqué aux
imprimantes de technologie jet d’encre.

Nous avons mis en place une nouvelle formulation mathématique grace a laquelle les
problémes se posent de facon plus générale, facilitant les calculs et le raisonnement intui-
tif. Dans ce cadre, notre modele opére la synthése de phénoménes faisant jusque-la
I'objet de traitements séparés. De plus, plusieurs cas particuliers aboutissent aux solu-
tions classiques connues dans la littérature.

Le nouveau cadre mathématique simplifie I'étude des milieux formés de couches
d’encres uniformes. Notre résolution du probléme classique de Kubelka et Munk revient
a calculer I'exponentielle d’une matrice, et le cas des milieux a gradient d’absorption ou
de diffusion se traite a I'aide de la méthode des perturbations. Une matrice de passage de
dioptre modélise les réflexions multiples causées par un changement d’indice de réfrac-
tion. La relation de la correction de Saunderson se démontre aisément a partir de cette
matrice. Notre formulation ramene également I'expression mathématique du phénomeéne
de fluorescence a des équations permettant de prédire les spectres d’encres fluorescentes
appliguées sur transparent ou sur papier. On montre qu’alors I'état de mélange des encres
et I'ordre dans lequel la lumiére les traverse influence considérablement le spectre résul-
tant.

La prise en compte des trames nous a conduit a généraliser le modéle classique de Neu-
gebauer, de sept a un nombre infini de couleurs primaires. Par la méme occasion, le pro-
bleme de prédiction a été scindé en un aspect géométrique lié a la trame et un aspect
spectral lié aux encres. La partie géométrique se traite en simulant les impacts d’encre
sur le support a l'aide de plans de pixels, quant a la partie spectrale elle découle de
I'étude des couches d’encres uniformes. Dans ce cadre, la diffusion de la lumiére dans le
support s’exprime en termes probabilistes et ne touche que l'aspect géométrique. En
reprenant les plans de pixels, I'ordinateur détermine les probabilités pour qu'un photon
incident a travers une couche d’encre donnée émerge a travers une autre. Pour une diffu-
sion a faible rayon d’action, le calcul aboutit a la relation classique de Murray-Davis,
alors que pour un rayon d’action élevé il conduit a celle de Clapper-Yule.

La qualité de nos prédictions est pour I'instant équivalente a celle d’autres outils, mais
notre nouvelle approche est nettement plus avantageuse grace a sa généralité, sa base
physique et I'élégance de sa formulation mathématique.
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Abstract Xi

Abstract

In order to guarantee good colour reproduction, modern printers use very large calibra-
tion tables based on the measurement of large sample sets. In this thesis, we aim at estab-
lishing an accurate colour prediction model which is able to compute the spectra of
theses samples without printing and measuring them. Knowing the halftoning algorithm
and the physical properties of the inks and the paper, our model can predict the spectra of
printed samples. It was applied to ink-jet printers.

We set up a new mathematical formulation which expresses the problem in a more gen-
eral framework that simplifies calculations and reasoning. Our model combines various
phenomena which were treated separately until now. Furthermore, several particular
cases lead to classical solutions known in the literature.

The new mathematical framework simplifies the study of media composed of super-
posed uniform layers. We show that the classical Kubelka-Munk problem is solved by
computing the exponential of a matrix, and that the case of stratified media with varying
absorption and scattering coefficients is addressed using the perturbation method. A
refractive surface crossing matrix modelizes multiple internal reflections caused by a
change of the refractive index. The Saunderson correction formula can easily be derived
from this matrix. Our formulation allows also to handle fluorescence and predicts the
spectra of fluorescent inks applied on transparency or on paper. We demonstrate that the
mixing of the inks and the sequence in which light passes through the layers have an
important influence on the resulting spectrum.

Considering halftoned samples, we have generalized Neugebauer’s 7-primaries model
in order to take an infinite number of primaries into account. This allowed us to split the
prediction problem into a geometric aspect and a spectral aspect. The geometrical part is
addressed by the use of a large pixel grid on which the ink impacts are simulated, and the
spectral part results from the study of superposed uniform layers. In this framework,
light scattering is expressed in a probabilistic way and concerns only the geometrical
aspect. Using the pixel grid, the computer determines the probability for a photon enter-
ing the printed medium through a given ink combination to emerge through another ink
combination. If light is scattered only over short distances the algebraic calculation leads
to the Murray-Davis equation, and if light is scattered over long distances the calculation
leads to the Clapper-Yule relation.

The accuracy of our predictions is as good as that of existing models, but our new
approach is better due to its generalized framework, its physical base and the elegance of
its mathematical formulation.
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Préface

Le développement de la bureautique a ouvert I'édition de documents au grand public.
Cette transformation a été rendue possible grace a I'’émergence de I'informatique person-
nelle et le développement technologique de petits dispositifs d'impression: les impri-
mantes. Au début, lentes, bruyantes, de résolution médiocre et monochromes, elles sont
devenues des systemes de haute technologie, rapides, silencieuses, a haute résolution et
en couleurs. Cette évolution a posé de nouveaux défis, dont celui de la fidélité des cou-
leurs reproduites. Alors que dans l'impression traditionnelle, la qualité repose sur le
savoir-faire de l'imprimeur, les imprimantes modernes se doivent d’arriver au méme
résultat sans l'intervention d’'un opérateur. Actuellement, les imprimantes sont calibrées
en mesurant un grand nombre d’échantillons imprimés qui servent a établir des tables de
correspondance entre les consignes de commande et la teinte reproduite. Un tel systéme
est lourd a mettre en ceuvre et peu fiable dans la durée. En effet, la construction d’'une
table de correspondance nécessite au moins 1000 échantillons qui doivent étre produits
et mesurés, opérations longues et colteuses. De plus, la table obtenue ne sera valable que
pour le support et les encres ayant servi a produire les échantillons. Un changement de
I'un de ces éléments invalide toute la table de correspondance. Pour contourner ce pro-
bleme, on cherche a générer automatiquement ce type de table a I'aide d’'un modele de
prédiction couleur. Au lieu d'utiliser des grandes quantités d’échantillons réels, les don-
nées nécessaires a la construction de la table sont calculées sur la base des propriétés
physiques des encres et du support.

L'objet de cette recherche est la mise en place d’'un modele de prédiction couleur fia-
ble. Pour délimiter le domaine d’investigation, on a choisi comme dispositif d’'impres-
sion les imprimantes a jet d’encre. Leur relative simplicité permet de contrbler les
principales étapes du processus d’'impression.

Aprés une introduction faisant un bref rappel sur la colorimétrie et I'impression
(chapitre 1 et chapitre 2), nous ferons le tour des principales théories de prédiction des
couleurs au chapitre 3. Visant a suivre une progression logique, nous irons des modéles
simples aux plus complexes tout en faisant apparaitre leurs liens et articulations. Partant
des lois de I'absorption de Beer et de la réflexion de Fresnel, nous aborderons les
réflexions multiples avant de passer au phénoméne de diffusion de la lumiére qui ameéene
au célebre modéle de Kubelka et Munk. Nous poursuivrons par les phénomeénes de fluo-
rescence qui interviennent dans la reproduction couleur par le biais d’encres fluorescen-
tes et des azurants optiques du papier. Les couleurs imprimées étant souvent obtenues a
I'aide de trames, les imprimeurs ont mis en place divers outils pour calculer les caracté-
ristiques de leurs trames en vue d’une teinte a reproduire, le plus connu étant le modéle
de Neugebauer. Il s'agit souvent de méthodes de prédiction qui ont servi a établir des
tables de correspondance entre teintes et caractéristiques de trame. Nous les verrons en
derniers.
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Les modeles de prédiction évolués souffrent de leurs lourdeurs mathématiques. En les
utilisant, on est rapidement confronté a des équations compliquées qui interdisent toute
vue d’ensemble et une compréhension intuitive. Pour éviter cet écueil, nous allons mettre
en place au chapitre 4 une nouvelle formulation mathématique basée sur I'algébre
linéaire. Les systemes d’équations différentielles linéaires du premier ordre sont mis
sous forme de matrices et leurs solutions sont données sous forme d’exponentielles de
matrices. Nous montrerons comment cette nouvelle écriture permet de résoudre plus
facilement des problemes connus dont I'approche classique comportait de lourds traite-
ments algébriques.

Notre formulation ouvre de nouvelles perspectives pour les modéles a deux flux
comme celui de Kubelka et Munk. Le chapitre 5 abordera les milieux a forte concentra-
tion, les réflexions multiples causées par un changement de I'indice de réfraction et les
milieux comportant des substances fluorescentes. A chaque fois, le cadre donné par notre
formulation allége les écritures et simplifie la résolution des équations. Nous retrouve-
rons comme cas particuliers plusieurs résultats classiques qui, dans la littérature actuelle,
font toujours I'objet d’études distinctes. L'accent sera mis sur la prédiction des couleurs
en présence de substances fluorescentes appliquées sur transparent ou sur papier. Nous
verrons comment modéliser le comportement de telles substances a I'aide de matrices et
nous comparerons les résultats de prédiction ainsi obtenus avec les spectres des échan-
tillons réels.

La prise en compte des trames augmente de facon significative la complexité des outils
de prédictions. Dans une premiére approche présentée au chapitre 6, nous traiterons
I'impression sur transparent dont I'étude dégagera une méthodologie montrant les modé-
les traditionnels sous un nouveau jour. En particulier, I'état de la surface imprimée sera
simulé a l'aide d’'un plan de pixels permettant le calcul des aires occupées par les diffé-
rentes combinaisons d’encres. Nous validerons la modélisation proposée en confrontant
a nouveau prédictions et mesures expérimentales. La technique mise en place pour les
imprimés tramés monochromes et polychromes sur transparent servira a aborder
I'impression tramée sur papier. Le chapitre 7 opérera la synthése de tous les éléments
élaborés dans les parties antérieures avec une modélisation du phénoméne de la diffusion
de la lumiere dans le papier. On aboutira a un modéle général basé sur notre formulation
et capable de résoudre le probleme de prédiction posé par les impressions couleur tra-
mées sur papier. Nous verrons que le modele général contient les différentes solutions
particulieres connues dans la littérature. La qualité des prédictions s’évaluera en compa-
rant les spectres de réflexion prédits avec ceux mesurés sur les échantillons réels.



1.1 La lumiere 1

cwemrer RAPPEIS de colorimétrie

Ce chapitre introduit le vocabulaire et les notions de colorimétrie utilisés dans la suite de

I'exposé. La premiére partie est consacrée a la lumiére, suivie d’'une présentation de
I'ceil humain. Cela permettra d'introduire les espaces de représentation des couleurs
couramment utilisés. Cette partie est inspirée des chapitres de colorimétrie de plusieurs
ouvrages de référence: [Jud75], [Hun88], [Wys82].

1.1 La lumiére

La lumiere désigne I'ensemble des ondes électromagnétiques auxquelles I'ceil humain
est sensible. La fréquence centrale de ces ondes se situe aux environs'ei5.20
comprend les longueurs d’onde entre 400 et 700 nm. Traditionnellement, on subdivise
cette bande en trois: de 400 a 500 nm pour la partie bleue notée B (Blue), de 500 a 600
nm pour la verte notée G (Green) et de 600 a 700 pour la rouge notée R (Red). Les ban-
des voisines du spectre visible sont d’une part celle des ultra-violets (notée UV) allant de
400 a 1 nm et d’autre part celle des infra-rouges (notée IR) allant de 70®0rnlQes
rayonnements UV, dont les photons ont une énergie supérieure a celle des photons visi-
bles, jouent un role particulier. Nous y reviendrons a plusieurs reprises, entre autres dans
le cadre des phénoménes de fluorescence.

uv B G R IR
| | | | > nm
400 500 600 700

Figure 1.1: Spectre visible

On caractérise une lumiere pardpectre des intensitéans le domaine du visible:
c’est-a-dire 'ensemble des carrés des amplitudes des ondes électromagnétiques de lon-
gueurs d’ondes comprises entre 400 et 700 nm. En général, le spectre de la lumiére visi-
ble est continu. Dans le cas particulier d’'une longueur d’onde unique, on parle de
rayonnement ou de lumiere monochromatique. Dés a présent, il faut distinguer la cou-
leur, qui est une sensation visuelle, et la lumiere qui se définit par sa courbe spectrale.
Nous verrons dans une section ultérieure qu'’il est possible d’avoir la méme sensation
visuelle pour des spectres différents.

La perception de rayonnements électromagnétiques résulte de I'action de trois objets:
unesource lumineusaunfiltre de lumiereet uncapteur

» On appellesourcetout objet émetteur de rayonnements. On notera par la EQte la
courbe spectrale d’émission de la source. Cela nous améne a définir la température de
couleurT. d’'une source, comme étant la température a laquelle il faut porter un corps



2 Chapitre 1: Rappels de colorimétrie

noir pour obtenir la méme couleur que celle de l'llluminant. Le soleil, par exemple,
correspond a un corps noir porté a une température de 5500 K, une lampe a incandes-
cence a un corps noir a 3000 K. Les illuminants standards définis par la Commission
Internationale de I'Eclairage (CIE) sont donnés dans la Table 1.1 (d’aprés [Wys82] pp.
143-145, [Hun88] pp. 96-99, et [Kan97] pp. 15-17). Les illuminamts Cet sont tom-
bés en désuétude au profit de la série des illumimants

Désignation | T, Modele pour:

A 2856 K| Source incandescente a filament de tungsténe
(Utilisée dans les instruments de mesure).

B 4874 K| Correspond a la lumiéere du soleil a midi (sans
composante UV).

C 6774 K| Approximation de la lumiére du jour (soleil et
ciel, mais sans composante UV).

Dsg 5003 K| Lumiére du jour par ciel blanc couvert (stan-
dard de l'industrie graphique).

Dss 5503 K| Lumiére du soleil combinée a celle du ciel|

Des 6504 K| Lumiere du jour par ciel bleu dégagé (stan-
dard pour la lumiére du jour).

D7s 7504 K| Lumiére du jour trés bleue, dite “north-sky
light”.

Table 1.1:llluminants standard de la CIE

* Unfiltre de lumiérese définit comme un objet absorbant partiellement ou totalement un
rayonnement. Il en existe des types tres différents de par leur mode d’action: par
réflexion (objets en couleur), par transmission (filtres au sens classique), par absorption
(milieux gazeux) et par diffusion (surfaces peu lisses). Néanmoins, on peut définir pour
chacun la filtrance notée , comme le rapport, pour chaque longueur d’onde, entre la
quantité de lumiére restituée et la quantité de lumiéere recue. Dans la grande majorité
des cas elle varie entre O et 1. Lorsque vaut 1, le rayonnement n’est pas abserbé; si
vaut 0, il est entiérement absorb&a lumiére d’une source de speceg) qui subit
I'action d’un filtre F(\) a pour spectrez(\) CE(A) . Pour distinguer les familles de spec-
tres, on définit six filtres colorés idéaux (“block filters”) et deux filtres achromatiques
(blanc et noir) qui sont représentés dans la figure 1.2. Le noir désigne I'absorption
totale de lumiére, on a alo”)) = 0  sur I'ensemble du spectre. Le blanc, au contraire,
n'absorbe rien sur toute la bande visiblg\) = 1 ). Quant aux filtres chromatiques, ils
n'absorbent qu’'une partie du spectre. Deux filtres sont dits complémentaires si la
somme de leurs filtrances donne 1 dans le domaine visible. Les huit spectres de base
donnés par la figure 1.2 sont en général désignés par linitiale de leur nom anglais:

1. Une filtrance supérieure a 1 implique un transfert d’énergie entre longueurs d’'ondes. Nous verrons dans le cadre de
la fluorescence qu'il faut alors étendre la notion de filtrance.
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rouge (Red), vert (Green), bleu (Blue), noir (blacK), cyan (Cyan), magenta (Magenta),
jaune (Yellow) et blanc (White).

Rouge (R) Vert (G) Bleu (B) Noir (K)
1 1 1 1
400 500 600 700 nm 400 500 600 700 nm 400 500 600 700 nm 400 500 600 700 nm

Filtres | Complémentaires

Cyan (C) Magenta (M) Jaune (Y) Blanc (W)
A A A
1 1 1 1
400 500 600 700 hm 400 500 600 700 hm 400 500 600 700 400 500 600 700 "

Figure 1.2: Spectres des filtres idéaux rouge, vert, bleu, noir, cyan, magenta,
jaune et blanc. Les filtres noir et blanc sont dits achromatiques alors que les autres
sont dits chromatiques. Chaque filtre est désigné par une abréviation donnée entre
parenthéses qui correspond a l'initiale du nom anglais.

» La chaine de la perception se termine pacd@teurqui est un appareil capable de
transformer un flux de lumiere en signal dont 'amplitude est en liaison avec l'intensité
du flux. Un capteur est plus ou moins sensible a certaines longueurs d’'onde. On le
caractérise par une courbe de sensibilité notée qui varie entre 0 et 1. La sensibilité
est maximale pouv = 1 et nulle pour= 0

La réponser du capteur de sensibilit@) a une lumiére de s@iye filtrée par
F(\) est donnée par la relation fondamentale (1.1):

R = J'V()\) CF(A) CEQ\)dA (1.1)

La réponse du capteur résulte d’'une intégration sur 'ensemble du spectre visible. Le
détecteur opere une moyenne dont les pondérations sont données par sa courbe de sensi-
bilité v(»).

Les propriétés de l'intégration sont telles que deux filkgs) F. 00 distincts peu-
vent produire la méme réponse  du capteur sous un éclaEage donné, et deux
réponses différentes sous un autre éclairage. Dans ce cas, les deux filtres soatadits
meres
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1.2 La synthese

Jusqu’a présent, nous avons raisonné avec une source unique et un filtre unique.
L'action combinée de plusieurs sources et de plusieurs filtres ouvre la porte a la synthése
de nouveaux spectres colorés. Nous distinguerons la synthese additive et la syntheése
soustractive.

1.2.1 Synthése additive

Si trois sourcess;(\) E,(\) €Eg\) éclairent un méme filtre, cela revient a n’avoir
gu’'une seule source(z) Vvérifiant la relatiaga) = E;(A) + E,(\) + E;(A) . Le spectre de la
lumiére résultant est égale a la somme des spectres des sources: ce phénomene se nomme
la synthese additive. Si I'on considére des sources ayant les spectres de la figure 1.2, on
peut déduire le résultat de certaines combinaisons:

B+R=M B+G=C R+G =Y C+R=B+G+R =W etc.

Cette forme de synthése est utilisée pour la reproduction couleur sur les écrans vidéos.
Le faisceau électronique excite de petites cellules phosphorescentes rouges, vertes et
bleues. L'ceil ne peut pas les séparer et ne percoit que la lumiere résultant de la combinai-
son additive des trois sources.

1.2.2 Synthése soustractive

Placons nous a présent dans le cas d’'une soBgge unique et de plusieurs filtres
F.A), F,(A), et F;(\) placés devant la source. Ici, on n'ajoute pas de lumiére, au con-
traire, chaque filtre en enleve. Si on se reporte a la relation fondamentale (1.1), on en
déduit que le spectre de la lumiezer) résultante vértle = F;(A) (F,(\) OF,(\) CE(\)

Par conséquent, la multiplication est la loi de combinaison des filtres. Au
paragraphe 3.2.2, nous ferons la liaison avec I'addition des densités optiques. Puisque les
filtres retirent de la lumiére, ce phénomeéne est traditionnellement appelé synthese sous-
tractive. De méme que précédemment, on peut retrouver grace a la figure 1.2 certains
résultats de combinaisons des filtres:

C-M=B C:-Y=G M:Y=R C-R=K etc.
La synthése soustractive se produit, par exemple lors de I'impression couleur, quand

plusieurs couches d’encre se superposent. Chaque couche se comporte comme un filtre et
agit comme tel sur la lumiére incidente.
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1.3 La vision humaine

La vision humaine ne se réduit pas aux seules fonctions réceptrices de I'ceil. Nous ver-
rons que la perception est accompagnée d’'un traitement opéré par le cerveau. Par consé-

quent, la vision s’étudie comme une activité du couple ceil - cerveau (voir [Wan95] pp.
387-402).

Tache aveugle

Lentille
Fovée
Cornée
Pupille
Axe 0ptique e Lot dmmmmm oI AL
Axe ;isuel Q
Nerf optique

Iris

Rétine

Figure 1.3: Schéma de I'ceil humain

Les principales parties de I'eeil sont données par la figure 1.3. La lumiére entre dans
I'ceil par la cornée qui forme la partie frontale de I'enveloppe externe. Le flux lumineux
est régulé par I'iris qui joue le rdle du diaphragme. La mise au point optique est assurée
par une lentille & géométrie variable appelée cristallin. Puis la lumiére traverse le corps
vitré, une gelée transparente qui occupe le volume interne de I'ceil, avant d’atteindre la
rétine. La se trouvent les cellules photoréceptrices qui transforment les signaux optiques
en influx nerveux. Le nerf optique se charge de transmettre toutes les informations au
cerveau qui procédera a leur interprétation.

La rétine contient une couche de cellules photoréceptrices sur laguelle I'image se
forme. On y distingue deux types de cellules photosensibles: les batonnets et les cones.
Les premiéres sont responsables de la vision a faible niveau d’énergie (vision nocturne
dite scotopique et vision a niveaux de gris) et ne voient pas les couleurs. Les secondes
sont responsables de la vision diurne (photopique) colorée, on les appelle cénes. lls se
divisent en trois catégories, respectivement sensibles au bleu, au vert et au rouge. On en
déduit une propriété fondamentale pour la suite: la perception de la couleur est un phéno-
meéne a trois degrés de liberté, dont nous n’avons pas conscience car notre cerveau inter-
prete les signaux pour les traduire en sensation de couleur. Par conséquent, les espaces de
représentation des couleurs seront a trois dimensions.

Pour 3% des humains, la couleur n’a que deux dimensions. lls sont dichromates, deux
des trois catégories de cones réagissent aux méme longueurs d’onde. Il existe aussi des
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achromates, treés rares, qui ont leurs trois cénes identiques. lls ne voient qu’en noir et
blanc, car pour eux la couleur n’a plus qu’une dimension.

La perception de la couleur fait I'objet d’études depuis plusieurs siécles. C'est le
monde artistique qui par I'intermédiaire des peintres s’intéresse en premier au sujet. Il
s’agissait alors de dégager les régles du beau et de I'agréable a I'eeil. Mais c’est avec
Newton que débute I'étude scientifique des couleurs. Il faudra attendre 1853, pour que
Grassmann énonce une série de lois basées sur des expériences perceptuelles mettant en
évidence le caractere additif de la perception humaine:

* Toute lumiére peut étre recomposée a partir de trois couleurs fondamentales.

» Les mélanges de couleurs forment une suite continue (pas de cassure dans la perception
visuelle).

* Le résultat du mélange de lumiéres colorées ne dépend que de I'aspect de chacune des
couleurs et est indépendant de I'origine physique de ces lumiéres.

 Soient deux plages produisant la méme impression colorée sur I'eeil. Si on ajoute la
méme quantité de lumiere aux deux plages, I'égalité des teintes percues par I'ceil sub-
siste (additivité).

* De méme, I'égalité persiste si la luminance des deux plages est multipliée par un méme
nombre (multiplicativité).

« L'équilibre colorimétrigue ne se modifie pas en remplacant le mélange de plusieurs
couleurs par une couleur de méme aspect (associativité).

* Si deux lumieres colorées A et B sont identiques a une troisieme C, elles sont toutes les
trois identiques entre elles (transitivité).

Ces lois paraissent en parfait accord avec la formule fondamentale (1.1). Néanmoins, la
nature des capteurs photosensibles et des traitements opérés par les neurones sont a |'ori-
gine de propriétés trés singuliéres de la vision humaine. Ce domaine étant tres vaste, il
fait toujours I'objet de recherches poussées. Le lecteur trouvera de bon exposés sur ce
sujet dans les ouvrages spécialisés tels que: [Cor70] et [Wan95]. On ne notera que quatre
points importants pour notre étude:

* La couleur percue a un instant donné est fonction des couleurs qui ont été vues par nos
yeux quelques instants auparavant (voir [Cor70] p. 151).

* Le systeme visuel opére un traitement qui accentue le contraste entre deux teintes. On
appelle cela I'effet de Mach (voir [Cor70] p. 276).

 L'apparence d’'une couleur dépend des teintes qui I'entourent (voir [Wan95] p. 288).

» Les fréquences spatiales d’'une image modifient la perception des couleurs (voir
[Wan95] p. 234 et plage couleur No. 6).
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La vision humaine est impropre a évaluer quantitativement les couleurs. Par contre,
elle est tres sensible aux différences entres teintes colorées. La mesure de couleur avec
I'ceil est faisable, a condition de procéder par comparaison avec une teinte de référence.
Notons que dans I'industrie graphique, le contréle de qualité d’'une impression se fait
toujours visuellement par I'imprimeur.

1.4 Mesure de la couleur

Au XIX € siécle, les coloristes ne disposaient que de I'ceil pour jouer le réle de détec-
teur. On savait déja a I'époque que I'ceil était impropre a la quantification, mais qu'il
décelait facilement des différences entre teintes. Les premieres mesures se faisaient donc
par égalisation colorimétrique. Le principe de la mesure se basait sur la comparaison de
la couleur de I'échantillon a évaluer avec celle obtenue par synthése additive des lumie-
res issues de trois projecteurs rouge (R), vert (G) et bleu (B). Un observateur ajustait les
intensités des sources jusqu’a obtenir I'égalité des teintes. La couleur était alors définie
par les trois intensités des projecteurs. Néanmoins, certaines teintes restaient inaccessi-
bles par synthese additive. On superposait alors la lumiere de I'un des projecteurs a celle
de I'’échantillon avant de reprendre la procédure d’égalisation. L'intensité de la lumiéere
superposeée était comptabilisée négativement.

Tres vite, la nécessité d’'un observateur standard se fit sentir. Il fallait un systéme per-
mettant de définir universellement et de fagon unique chaque couleur. Dans un premier
temps, les trois projecteurs furent définis comme des sources primaires monochromati-
ques de longueur d’onde 700,0 nm pour le rouge, 546,1 nm pour le vert et 435,8 nm pour
le bleu. Ainsi, chaque teinte monochromatique de longueur d’ande  s’exprime comme
un triplet d’'intensités(z) g(») eb(\) des trois primaires. Ces trois fonctions sont appe-
léesfonctions colorimétriquen anglais “matching functions” voir [Gou91] pp. 12-19).
Grace a elles, le triplet d’intensités g, et de n’importe quelle teinte peut se calculer.
Ainsi, pour une teinte de specs@) ,on a:

r= Ir()x) (BA)AA g = J’g()\) (BA)AA b = J’B()\) [B(\)dA (1.2)
En appliquant l'intensité au projecteur rouge, au verbet au bleu, on retrouve par
synthese additive la méme couleur que le spextye . Cette équivalence est notée:
SA)=rR+gG+ bB (1.3)

Si I'une des trois composantes (par exemwple ) est négative, I'équivalence (1.3) s’écrit:
S\) + |b|B=rR+ gG (1.4)

Pour s’affranchir des problemes posés par les composantes négatives, la Commission
Internationale de I'Eclairage (CIE) définit en 1931 trois sources primaires virtuelles,
ainsi que les fonctions colorimétriques associggs y(\), z(Agt de I'observateur stan-
dard (voir [Wys82] pp. 137-138). Ces sources n’étant pas réalisables physiquement, les
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fonctions colorimétriques associées) y() z@) furent déterminées par calcul. Les
intensités X, Y et Z associées aux trois sources sont calculées comme précédemment:

X = kIs()\) B\ Y = kJ”)()\) B\ Z = kI’z()\) [CS(\)dA (L5)

ou k est une constante multiplicative qui assure la condition 100 pour le blanc de
référence. Cette fois, les trois composantes sont toujours positives quelle que soit la cou-
leur. Connaissant le spectre d’'une teinte ainsi que les fonctions colorimétriques, on peut
déterminer le triplet qui définit une couleur.

La mesure du spectre se fait a I'aide d’'un spectrophotometre dont le schéma de prin-
cipe est donné par la figure 1.4. Une lampe étalon éclaire la zone de mesure. La lumiere
emergeant de I'échantillon est récupérée par une optique d’entrée et envoyée dans un
monochromateur opérant la décomposition spectrale de la lumiere. Puis, a l'aide d’'un
détecteur de lumiére (photodiode ou photomultiplicateur) I'intensité de chaque bande
spectrale est mesurée. Ces valeurs doivent étre divisées par celles obtenues pour un
échantillon de référence. Le spectre ainsi obtenu peut servir a calculer, grace aux rela-
tions (1.5), le triple{x, Y, 2 ou toutes autres coordonnées colorimétriques.

Détecteu& Lumiere decomposée
N3

Lampe Miroir Fente - Réseau
yﬁg . e — = — - = tournant
. effectuant la
i décomposition
N ‘ Optique spectrale
_ ) d'entrée
Lentille R
collimatrice N \

—— Echantillon

Figure 1.4: Schéma de principe d'un spectrophotométre GRETAG SPM-100
opérant des mesures en réflexion. La rotation du réseau concave fait défiler les
bandes monochromatiques de la lumiére décomposée a I'entrée du détecteur.

1.5 Les espaces colorimétriques

Les premiers espaces de représentation des couleurs ont été construits sur la base des
expériences d’égalisation. Les intensités respectives de trois projecteurs nécessaires a la
synthése additive d’une couleur en définissaient les coordonnées. Cette représentation
remonte aux travaux de Grassmann. Notons que I'espace RGB utilisé en informatique est
de ce type, les trois projecteurs rouge (R), vert (G) et bleu (B) étant les phosphores d’'un
écran vidéo. Toutes ces représentations dépendent fortement du choix des projecteurs.
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L'espace XYZ introduit au paragraphe 1.4 ne dépend pas d’'un tel choix. Bien que basé
sur des projecteurs qui n’existent pas, il possede des propriétés intéressantes. Tout
d’abord, les couleurs sont toutes repérées par des coordonnées positives. Mais le princi-
pal avantage de XYZ réside dans son caractere linéaire. Les coordonnées
colorimétriques d’'une couleur, obtenue par synthése additive,de C, et  sont don-
nées par la somme vectorielle des coordonnées,de C, et . Nous y reviendrons dans le
cadre de la théorie de Neugebauer au paragraphe 3.7.2.

En 1942, MacAdam montre que I'espace XYZ n’est ni homogéne ni isotrope pour
I'ceil. Un écart de couleur dans XYZ n’a pas la méme importance pour I'ceil s'il se pro-
duit dans la zone des teintes rouges ou celle des teintes vertes. MacAdam a traceé les
zones a l'intérieur desquelles I'eeil ne fait pas la différence entre les couleurs. Leurs for-
mes s’apparentent a des ellipses appeddigsses de MacAdarfvoir [Wys82] pp. 306-

313). Elles n'ont pas la méme taille ni la méme orientation a travers XYZ. Pour pallier
cette carence du systéme XYZ, d’autres représentations ont été développées; c’est le cas
des espacestuv  efth[b0  (également noté CIELAB) qui sont des standards de la
CIE depuis 1976. Leur principal intérét est la représentation homogene et isotrope de
I'ensemble des couleurs. Dans de tels espaces, les ellipses de MacAdam doivent se rame-
ner a des cercles (isotropie) ayant partout le méme rayon (homogénéité). Ainsi, la dis-
tance euclidienne représenterait le méme écart colorimétrigue dans I'ensemble de
I'espace et dans toutes les directions. L'espede iU est particulierement adapté aux
sources de lumiéres telles que les écrans, alors que I'espade’ s’est imposé dans
I'industrie graphique.

Les équations de passage de XYZ vers I'espadéyU sont les suivantes (d’apres
[Wys82] p. 165):

S, % SE

X +15Y +3Z
9y

X +15Y +3Z

(1.6)
VvV =

/3
0= 1162Y07°_

L 1165{05 16

uld = 13LLu —u'p)

v = 13LHV - V)

.7

ou u, etv, sontles valeurs de¢ etde pour le blanc de référence de coordonnées
XoYoZ, (Sous un éclairage standamg; , les coordonnées du blanc de référence sont
Xo = 95,01, Y, = 100,00 et zZ, = 108 83). Si le rapporty/Y, est inférieur a 0,008856,
alors il faut appliquer la relation suivante padr

LO= 903 3 (1.8)
YO

Les équations de passage de XYZ vers I'espaeéebl’ se distinguent des précédentes
(d’aprés [Wys82] p. 167):
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LO = 116 X0_16

B
_ XO_ <Y [
al = SOO[fD— — X ] 1.9
D(OD OD ( )
_ Yo .00
b0 = 2oo[fD{OD—f OD]

3 16

avecf(t) =t sit>0,008856 etf(t) = 7.787t+ = sinon.

Dans I'espaca[alb0 ['écart colorimétrique entre deux couleurs est donné par la dis-
tance euclidienne séparant les points dans I'espsee: ./(ALD2 + (AaD)? + (AbD)? . Lcell
humain ne distingue deux couleurs que si I'écart est supérievm & 1 Ldans
Dans la pratique, on va jusqu’a tolérer des écarts colorimétriques de

Il faut signaler I'existence de nombreux autres espaces colorimétriques développés
grace aux recherches sur la perception humaine ([Hun92] pp. 213-258). lIs tendent a
mieux caractériser les différences colorimétriques en se basant sur des modeles percep-
tuels de I'ceil humain. Souvent le choix d’un espace se fait en fonction du probleme étu-
dié. Dans le cas présent, nous nous intéresserons principalement aux couleurs
d’échantillons imprimés. Or, dans ce domaine, I'espaéeébl] s’est traditionnellement
imposé pour évaluer les différences colorimétriques, aussi utiliserons-nous principale-
ment cet espace.
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crarmre2 LIMPression

Dans notre étude, on se penchera principalement sur les couleurs produites lors d’'un
processus d’'impression, aussi une bréve introduction des techniques et technologies est
nécessaire. Nous y verrons les supports d’'impression, les encres utilisées, les méthodes
de générations des demi-tons et la technologie de I'impression par jet d’encre.

De facon générale, on désigne rapressiontoute opération au cours de laquelle on
dépose sur un support des substances qui modifient une partie de la lumiere incidente.
Cette définition tient compte de la diversité des procédés d’'impression. Les supports sont
tous solides, les plus courants étant le papier et les textiles. Mais on imprime également
des films plastiques (transparents ou opaques), des céramiques ou des métaux. Les subs-
tances absorbant la lumiere sont généralement des encres] gnaisl’autres types de
revétements ayant des propriétés optiques. Il existe sur le marché des encres, de nhom-
breux produits ayant chacun sa petite particularité (fluorescence, opacité, métallisa-
tion...) intéressante pour un certain type d’application. Pour ne pas se perdre dans la
multitude des possibilités, on se limitera a I'impression par jet d’encres transparentes sur
papier blanc ou sur film transparent. Trois facteurs jouent un réle capital pour la qualité
de I'imprimé: le support, les substances déposeées et la facon de les répartir sur le support.

2.1 Les supports

2.1.1 Le papier

Le papier est fabriqgué a partir d’'une pate constituée de fibres de bois dont la teinte
naturelle est jaunatre (voir [Kir78a] pp. 768-802). L'enchevétrement des fibres mélan-
gées a une colle assure la cohésion mécanique du papier. Pour obtenir une blancheur
agréable a I'ceil, un traitement chimique est nécessaire. Jusqu’a une époque récente, ce
traitement faisait appel a des acides forts dont I'action a long terme diminuait la durée de
vie du papier. De nouvelles techniques a base d’oxygéne existent et sont employées pour
tous les imprimés destinés a I'archivage. Ainsi, on trouve dans le commerce de plus en
plus de livres portant la mention: “Printed on acid-free paper.” La blancheur du papier est
également augmentée par I'action d’azurants optiques. Ces substances chimiques sont
fluorescentes, elles absorbent les rayonnements UV proches et réémettent de la lumiere
dans la partie bleue du spectre visible. Le Iéger aspect bleu ainsi obtenu est trés plaisant a
I'ceil et conféere méme une sensation de proprete.

L'état de surface du papier agit sur deux propriétés capitales pour I'impression: la
brillance et la densité maximale imprimable. Un papier lisse a I'échelle de la longueur
d’onde aura un aspect brillant. Si, au contraire, les écarts par rapport au plan moyen sont
supérieurs a la longueur d’'onde, I'aspect sera mat. Pour augmenter la brillance, on a
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recours a la technique de couchage qui consiste a boucher les pores du papier en dépo-
sant une couche minérale en surface. L'avantage de cette technique est que lors de
I'impression, I'encre ne migre plus le long des fibres. On a donc un tirage plus net et I'on
pourra augmenter la densité des points d’ou une résolution supérieure.

Pour I'impression de haute qualité, on utilise du papier glacé dans lequel le papier
constitué de fibres naturelles n’est qu’un support mécanique recouvert d’un revétement
polymérique qui absorbera I'encre. Les papiers de haute qualité, dits de qualité photogra-
phique, utilisés par les imprimantes de bureau reposent sur une technologie similaire. La
figure 2.1 présente une coupe transversale d’'un tel support. On y distingue trois élé-
ments: le substrat, la barriére et les couches réceptrices de I'encre. Le substrat papier a
deux fonctions: celle de support mécanique et celle de réflecteur diffus. Dans certains
cas, le papier est remplacé par un polymeére blanc. Pour éviter que I'encre n’atteigne le
papier, celui-ci est protégé par une barriere imperméable. On évite ainsi de nhombreux
effets indésirables tels que la diffusion de I'encre par capillarité le long des fibres du
papier et la déformation du substrat sous I'effet du solvant. Les couches réceptrices sont
en général des polymeres transparents capables d’absorber I'encre (le plus courant étant
I'alcool polyvinylique noté PVA, voir [Kir78b] pp. 848-865). La couche supérieure est
chargée de retenir et de fixer le colorant grace a des cristaux poreux (par exemple des
cristaux d’alumineAl 0, , voir [Hol85] pp. 880-882), alors que la couche inférieure se
charge de I'absorption rapide du solvant. En gardant le colorant dans la fine couche supé-
rieure on peut atteindre des densités d’impression tres élevées. L'absorption rapide du
solvant garantit la netteté des contours et évite aux couleurs de couler.

Couche réceptrice

des colorants
Couche réceptrice i 5um
du solvant
Barriére/
100um
Substrat/

Figure 2.1: Coupe transversale d’'une feuille de papier

2.1.2 Les plastiques transparents

Certains imprimés sont destinés a étre vus par transparence. On utilise des films plasti-
gues transparents comme support d'impression. En général, les encres n’adhérent que
difficilement sur les plastiques courants (polyester...), aussi faut-il traiter la surface et la
recouvrir d’'un revétement absorbant les encres.

Une technique consiste a utiliser les mémes couches réceptrices que pour le papier. On
a alors une coupe transversale similaire a celle de la figure 2.1, ou le substrat en fibres
naturelles est remplacé par un polymére transparent. Une autre technologie fait appel a
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des silices (voir [Hol85] pp. 760-764). lls se présentent sous forme de cristaux poreux
capables d’absorber une grande quantité de liquide par capillarité. Bien que les cristaux
soient transparents, leur taille de 10 microns donne un aspect granuleux a la surface
recouverte.

2.2 Les encres

On distingue deux classes d’encres: la premiere est celle des encres a colorant ou les
molécules du colorant se trouvent en solution dans un solvant; la seconde est celle des
encres pigmentaires ou de petit cristaux appelés pigments, dont la taille est de I'ordre du
micrometre, se trouvent en suspension dans un véhicule. Les recettes de fabrication tom-
bent généralement sous le coup du secret industriel. Ainsi, on ne sait que peu de chose
sur les additifs qui, par exemple, améliorent les propriétés rhéologiques des encres (voir
[UIIB9] pp. 594-596).

Les encres a base de colorant sont plus simples a produire et a utiliser; par contre, elles
se dégradent facilement, surtout sous I'influence de rayonnement UV. Leurs caractéristi-
gues chromatiques se détériorent au cours du temps. Ce processus est assez rapide pour
des produits de mauvaise qualité: les couleurs changent au bout de quelques jours. Les
pigments sont bien plus résistants, mais leur fabrication et surtout leur conditionnement
restent délicats. En effet, il faut étre en mesure de produire de petits cristaux et de les
maintenir longtemps en suspension dans un véhicule. Les premieres encres pigmentaires
arrivent actuellement sur le marché, mais leurs techniques de fabrication sont jalouse-
ment gardées secrétes par les industriels.

2.3 La génération des demi-tons

2.3.1 Les trames noir et blanc

La plupart des moyens d’'impression se basent sur des technigques d’encrage fonction-
nant en tout ou rien. Pour pouvoir reproduire des demi-tons, il faut jouer sur le caractere
intégrateur de I'ceil humain en couvrant d’encre une surface plus ou moins grande du
support. On engendre ainsi la sensation d’'une intensité intermédiaire entre celle de
I'encre et celle du support. Une image obtenue par un tel procédé est dite tramée.

Historiguement, on utilisait une grille, appelée trame, qui était éclairée par I'image
pour obtenir sur un film photographique I'image tramée composée de points de tailles
variables. Aujourd’hui, la génération de demi-tons est confiée a un algorithme qui, en
fonction du niveau d’intensité a reproduire, décide si un point doit étre couvert d’encre
ou non. L'image de la figure 2.2 (source [Ost95] p. 17) est reproduite grace a la juxtapo-
sition judicieuse de petits carrés noirs qui idéalisent les points d'un dispositif d'impres-
sion. Une bonne introduction aux méthodes de génération des demi-tons est donnée par
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[UI1i88]; ici, nous ne présentons que quelques éléments nécessaires a la compréhension
de la suite de I'exposé.

On distingue deux grandes familles d’algorithmes de génération de demi-tons: les
méthodesordonnées(on parle alors de trame ordonnée) et les méthaléatoires
(trame aléatoire). Chacune se subdivise en deux nouvelles catégories: celles a point de
trame centré et celles a point de trame dispersé. Il en résulte un total de quatre classes
dans lesquelles se répartissent les algorithmes de génération des demi-tons. Un récapitu-
latif est donné dans la figure 2.3 (source [Ost95] p. 10).

Figure 2.2: Image tramée en noir et blanc.

Dans le cas des algorithmes ordonnés, I'étude se ramene a celle d’'une tuile avec
laquelle on pave le plan. Cette tuile, aussi appelée cellule, se subdivise en pixels auxquels
sont associés des valeurs de seuil. Le seuil d’'un pixel détermine I'intensité a partir de
laquelle un point doit étre recouvert d’encre. Par convention, une intensité nulle corres-
pond a un maximum d’encre, et une intensité maximale a I'absence d’encre. A l'intérieur
d’une cellule, le recouvrement progressif des points peut se faire de deux fagons, soit en
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regroupant les points encrés (on parle alorsldsterou depoints centré soit en cons-
tituant un nuage dont la densité croit progressivement (on parle alors de méibpele
Séq.

Les algorithmes ordonnés se caractérisent par trois propriétés de leurs cellules: primo,
la linéaturequi correspond a la fréquence spatiale des tuiles sur le plan; secundo, I'angle
d’orientation de la cellule; tercio, la forme du point de trame (circulaire, elliptique,
linéaire, etc.). Le nombre de pixels contenu dans une cellule équivaut au nombre de
niveaux d’intensité moins un que I'on arrive a produire. A titre d’'exemple, I'image de la
figure 2.2 fut engendrée par un algorithme de type ordonné a points centrés circulaires
dont la fréquence est de 53 cellules par pouce, pouvant reproduire 33 niveaux d’intensité
et faisant un angle de 45 degrés avec I'horizontal.
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Figure 2.3: Les quatre classes d’algorithmes de génération des demi-
tons: (a) ordonné a points centrés, (b) aléatoire a points centrés, (c)
ordonné dispersé, (d) aléatoire dispersé.

Holladay [Hol80] a montré que I'on peut toujours ramener la cellule d’'une trame
ordonnée a une tuile horizontale rectangulaire représentable sous la forme d’'une matrice
de seuillage. Cette représentation tres compacte s’avere fort pratique lors de I'implémen-
tation informatique des algorithmes. La génération de demi-tons se fait alors de la facon
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suivante: considérons I'imagex,y)  représentée par un plan de pixels, ainsi que le plan
de bits destinatiorb(u,v) représentant les points imprimables et ne prenant que des
valeurs binaires. Une transformation linéaire  (souvent une simple homothétie) définit
entierement la correspondance entre points de I'image source et points du plan de bits
destination. Le plan de bits destinatioxu, v) est pavé avec la cellule de trame (ou bien
la matrice de seuillage associée). Pour chaque gixe) du plan de bits destination, la
valeur de seuillage correspondante est comparée a l'intensité du pixel de I'image origi-
nale qui recouvre la positiox, y)  trouvée par transformation arrigrg = T'(u, v)

Le point imprimable correspondant sera recouvert d’encre si l'intensité du blanc moins
I'intensité du pixel de I'image originale est inférieur a la valeur de seuil, ou laissé libre
dans le cas contraire.

Les figures 2.4 (a) et (b) présentent respectivement les matrices de seuillage d’'une
trame & points centré<lassique & 33 niveaux d'intensité et celle d’une trame de la
famille Bayer [Bay73] a 65 niveaux d’intensité. Le rendu par points de trame dispersé est
généralement plus fin. En effet, la granularité de I'image tramée est celle d’un point
imprimé isolé; alors que les trames a points centrés ont un aspect plus grossier parce que
leur grain est donné par la taille de la cellule de trame (voir figure 2.4 (a)). Or, en dimi-
nuant la taille des cellules des trames a points centrés, on diminue également le nombre
de niveaux d’intensité pouvant étre générés. Cela induit I'apparition dans I'image tramée
de sauts d’intensité appeléifet de bandes

En contrepartie, les méthodes dispersées sont plus enclines a produire des artefacts;
c’est-a-dire que de petits motifs apparaissent dans I'image tramée alors qu’ils ne se trou-
vaient pas dans 'original. Dans la figure 2.4 (b) cela se manifeste par de petites croix. Ce
sont des structures a basse fréquence spatiale inhérentes a la matrice de seuillage. Le suc-
cés de la trame Bayer provient de sa construction qui garantit la maximisation de la plus
faible fréquence; c’est-a-dire la minimisation de I'impact de ces motifs.

L'art de la construction d’'une matrice de seuillage consiste a obtenir la plus faible gra-
nularité tout en évitant 'apparition d’artefacts. Alors, les algorithmes de génération des
demi-tons se compliquent pour faire appel a des techniques plus avancées. La plus cou-
ramment utilisée dans les imprimantes de résolution moyenne est celle de la super-cel-
lule (voir [Fin92] pp. 89-98) qui consiste a combiner cellules de trame pour avoir
fois plus de niveaux d’intensité tout en gardant la granularité d’'une cellule. Ces algorith-
mes font toujours I'objet de nombreux brevets (voir [Jon94]).

1. On utilise également le terme angldissteredpour désigner la famille des trames & points centrés.
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(a) Matrice a points centrés

20| 84| 18( 188 204 140 44 12
52114 196 156 228 244 108 76
2121236 100 36 92 134 252 148
164/ 132 68 4| 28 60 240 172
204/ 140 44 12 20 84 180 188
228 244 108 76 52 116 196 156
92124 252 148 212 236 100 36
28| 60| 220 17 164 132 68 4

(b) Matrice dispersée de la trame de Bayer

1701 106 154 90 166 102 150 86
42| 234 26| 218 38 230 22 214
138 74| 186 122 134 70 182 118
10| 202 58 250 6| 198 54 246
162 98| 146 82 174 110 1%8 94
34| 226| 18 210 46 238 30 222
130 66| 178 114 142 78 190 1P6
2 1194| 50| 242 14 206 62 25%4

]
]
]

Figure 2.4: Matrices de seuillage de trames ordonnées

La famille des trames aléatoires regroupe toutes les trames dont les méthodes de seuil-
lage ne sont pas ordonnées. L'algorithme de tramage aléatoire le plus populaire est di a
Floyd et Steinberg [Flo76]. Il se base sur le principe d’'une diffusion de I'erreur.sSoit
un seuil, généralement fixé a 50% du diapason dynamiquea, et la transformation
linéaire définissant entierement la correspondance entre les points de I'image source et
les points du plan de bits destination. On parcourt tous les points de coordanmge de
ce dernier ligne par ligne. Pour chaque point de la destination, on détermine une valeur
d’intensité qui est la somme de l'intensité du pojrty) = T (u, v) de I'image source et
d’'une éventuelle retenue d’intensité. Si cette songme  est supérieure as seuil , le point
de destination est laissé libre, sinon il est couvert d’encre. La différence sntre et
I'intensité du point imprimé est appelé I'erreur. Celle-ci est répartie sur les points voisins
du point courant suivant la distribution donnée par la figure 2.5. On reporte ainsi sur les
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points voisins des retenus d’intensité et I'on passe au point suivant selon I'ordre de par-
cours préedeéfini. Il existe de nombreuses variantes de cette méthode utilisant d’autres
redistributions de I'erreur (voir [Uli88] p. 241). L'absence de matrice ordonnée réduit le
grain des images ainsi trameées a la taille du point imprimable. Par contre, il peut y avoir
apparition d’artefacts pour certains niveaux d’intensité (voir figure 2.5).

Méthode de répartition des erreurs:

Position courante

Sens de parcours

* 7

ol . O
0 351

ETS

Figure 2.5: Trame aléatoire de Floyd et Steinberg.

2.3.2 Les courbes de reproduction

Jusqu’ici, les dispositifs d'impression étaient supposés idéaux: le point imprimé devait
avoir la forme d’un parfait petit carré. Dans les dispositifs réels, cela n’est jamais le cas.
Les points isolés s’apparentent plus a de petits disques et les regroupements de points
forment des figures aux contours arrondis. La progression des niveaux d’intensité ne se
fait plus de facgon linéaire. La fonction qui donne l'intensité obtenue apres impression en
fonction de l'intensité commandée en entrée se nommmebe de reproductianElle
dépend de la forme des points isolés du dispositif réel ainsi que de la trame choisie.

La figure 2.6 donne les courbes de reproduction de deux trames sur une imprimante
laser. On constate que la trame de type dispersé présente les plus grandes non-linéarités.
Cela est dU a I'engraissement du point, aussi appaigain Les points réels étant géné-
ralement plus gros que les points théoriques, les espaces vides entre points imprimes
peuvent étre bouchés. Le phénomeéne est d’autant plus marqué dans les tons de faible
intensité ou I'on risque de recouvrir toute la surface d’encre. On note en particulier que la
moitié du diapason dynamique est ainsi perdu pour la trame de Bayer (voir figure 2.6).
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Figure 2.6: Courbes de reproduction de deux trames classiques (source [Ost94b]).

2.3.3 Les trames couleurs

Les images couleurs sont obtenues en superposant trois ou quatre images monochro-
mes, appelégims, imprimées avec des encres de couleurs de base. Les teintes utilisées
habituellement sont cyan, magenta et jaune pour la trichromie auxquelles vient s’ajouter
le noir en quadrichromie. La génération des trois, respectivement quatre, films a partir
d’'une image couleur originale est appedéparation couleur

La superposition des films conduit inévitablement a la juxtaposition et au recouvre-
ment de certains points. Par conséquent, la synthese des couleurs se fait de facon additive
et de fagon soustractive, chaque point se comportant comme un filtre de lumiéres dont il
faut comptabiliser la contribution. Ainsi, la séparation couleur se ramene a un probleme
d’inversion, dans lequel il s’agit de déterminer les répartitions des différentes encres,
pour que la teinte désirée soit synthétisée lors de la superposition.

Les dispositifs d’acquisition (scanner, caméra, etc.) décomposent les images en don-
nées au format RGB grace a une série de filtres couleurs. Pour s’affranchir des particula-
rités de chaque appareil, on exprime les couleurs dans un espace colorimétrique, CIE-
XYZ par exemple. Le passage de I'espace RGB vers I'espace colorimétrique s’opére a
I'aide de tables de conversions mono-dimensionnelles (“look-up table”) combinées a une
transformation linéaire. A partir de I'espace colorimétrique, les données peuvent étre
traitées indépendamment du dispositif de saisie. La séparation couleur revient a convertir
une coordonnée colorimétrique en consignes de commande de I'imprimante. Contraire-
ment a I'acquisition, 'impression couleur est un processus comportant de fortes non-
linéarités. La conversion d’une donnée couleur se fait a l'aide de grandes tables multi-
dimensionnelles. Pour construire ces tables, on produit, pour des consignes de com-
mande connues, un grand nombre d’échantillons imprimés (souvent plus de 1000). La
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mesure des coordonnées colorimétriques de ces échantillons permet d’établir la corres-
pondance entre les deux espaces. Grace a ce jeu d’apprentissage, il est possible de cons-
truire les tables multi-dimensionnelles de conversion (voir [Hun93] et [Ost94a]).

Les constructeurs d’équipements périphériques, parmi lesquels on compte Adobe,
Agfa-Gevaert, Apple, Kodak, Microsoft, Silicon Graphics, Sun Microsystems, Taligent
et FOGRA, se sont réunis au sein de I International Color Consortium (ICC) afin d’éta-
blir un format commun pour les conversions de données couleurs. Leurs efforts ont
abouti a I'élaboration du standard ICC (voir [ICC95]) qui met sous une forme commune
les diverses techniques de conversion.

Sachant qu’'une table de conversion n’est valable que pour une seule combinaison
d’encre, de support et de trame, cette méthode de séparation reste lourde a mettre en
ceuvre. La mesure d'un millier d’échantillons par combinaison demande beaucoup de
temps et un équipement codteux. L'un des objectifs de notre recherche est la mise en
place d’outils permettant de calculer les éléments des tables multi-dimensionnelles sur la
base d’'un nombre trés restreint de mesures.

2.3.4 Les moirés

La superposition de plusieurs trames produit dans certains cas des battement de basses
fréquences spatiales. On appelle cela le phénomene de moiré. Il introduit des structures
régulieres visibles a I'ceil dans I'image imprimée qui n’existent pas dans I'image origi-
nale. Pour s’affranchir de ces artefacts on procede souvent a la rotation des trames des
différents films les unes par rapport aux autres. Ainsi dans I'impression classique, les
angles des trames avec I'horizontale sont 45° pour le noir, 15° pour le cyan, 75° pour le
magenta et 0° pour le jaune. L'analyse des moirés et les méthodes pour les minimiser
sont exposées de fagon détaillée dans les ouvrages [Ami94] et [Ami95]. Un bon apercu
des applications des moirés dans d’autres domaines est donné par [Pat93].

2.4 La technologie de I'impression a jet d’encre

Le jet d’encre est une technologie récente qui doit une grande partie de son succes au
développement de la bureautique. Le principe est simple: une buse contenant une piece
piézo-électrique commandée par des impulsions électriques projette des gouttes d’encre
de taille constante sur le support & imprimer (voir [UII89] pp. 588-594). Cette technolo-
gie permet de travailler a une cadence élevée, elle ne fait pas de bruit et n'a pas besoin
d’'un contact mécanique entre la téte d'impression et le support. Il existe deux grandes
familles de dispositifs a jet d’encre:

* les systémes de goutte a la demande ou DOD (Drop On Demand) dont le schéma est
donné par la figure 2.7. La buse n’émet que les gouttes nécessaires a l'impression.
Cette technologie est employée pour les imprimantes de bureau.
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Figure 2.7: Schéma d’'un systéme de goutte a la demande.

* les systéemes a jet continu (voir figure 2.8). On émet tout le temps des gouttes a une
cadence élevée constante (environ 600 kHz). Elles sont d’abord chargées électrique-
ment, puis déviées par voie électrostatique lorsqu’on veut les projeter sur le support.
Les gouttes non déviées sont récupérées dans une gouttiere et recyclées afin de limiter
la consommation d’encre. Cette technique s’est imposée dans les applications indus-
trielles; en effet, le jet continu empéche les buses de s’encrasser.
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Figure 2.8: Schéma d’un dispositif a jet continu.

Les buses sont des piéces mécaniques de précision. La qualité d’une impression

dépend de leur état de propreté. C’est pour cela qu’avant toute impression, les impriman-
tes procedent a une phase de nettoyage des tétes.
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werres LES OULIIS de prévision classiques

Les modeles de prédiction classiques se basent, avec plus ou moins de rigueur, sur les
lois physiques régissant le comportement de la lumiere. On classe ces modeéles en deux
grandes catégories: les modeles physiques basés rigoureusement sur les lois de la physi-
gue, et les modeles phénoménologiques qui reposent sur une description simplifiée des
phénomeénes physiques. Apres un bref rappel d’optique, ce chapitre introduit les théories
et les modéles couramment utilisés pour prédire la couleur. La matiére de ce chapitre est
plus détaillée dans [Cal98], [Jud75], [Kan97] et [McD97].

3.1 Le rayonnement électromagnétique

Le comportement de tout rayonnement électromagnétique est régi par les quatre équa-
tions de Maxwell, dont nous rappelons la forme générale:

divD = p divB = 0 rotE+%3 =0 rotH = J +%3 (3.1)

avec:

p densité des charges électriques,
D vecteur déplacement électrique,
B vecteur champ magnétique,

E vecteur champ électrique,

H vecteur excitation magnétique,
J vecteur densité de courant.

Ces relations sont toujours valables quel que soit le milieu de propagation, mais trop
générales pour nos besoins. Par conséquent, I'étude sera restreinte au cas particulier des
milieux de propagation linéaires, isotropes £ uH RtelE ), hon magnétiques
(u = po), Nnon conducteursi(= 0 ) et ne comportant pas de changesq ). Les équa-
tions de Maxwell subissent alors une simplification considérable (voir [Pér94] pp. 205-
208):

divE = 0 divB = 0 rotE+%3 =0 rotB = pye E%tE (3.2)

~

ou:
e eteg, sont respectivement les permittivités du milieu et du vide,
u ety, sontrespectivement les permeéabilités du milieu et du vide.

Pour une onde monochromatique de longueur d’onde dans lenyide et se propageant
dans un milieu homogene d’indice de réfraction , le nouveau systéeme d’équations
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admet comme solution les ondes monochromatiques planes. Les élongations des vec-
teurs des champs sont données a I'absgiss@ l'instant par les relations:
(ct—nx) (ct—nx)

E(x, ) = E, Dexp[ZiT[)\—o] et B(xt) =B, Dexp[ZiT[)\—o] (3.3)

ou c est la vitesse de la lumiere dans le videggt B,,,, sont les amplitudes respectives
des ondes électrique et magnétique.
Lindice de réfraction est alors lié a la permittivitt du milieu par la relation

n=le/eg =[5 .

Si le milieu est absorbant, I'amplitude de I'élongation diminue avec I'abscisse. Pour
tenir compte de cette atténuation, I'’équation (3.3) est généralisée en faisant apparaitre un
indice de réfraction complexe-ik , d’ou:

E(x, ) = E, [Exp[ZinW} (3.4)

Le coefficienk est appeléndice d’extinction

Des resultats tels que les lois de la réflexion spéculaire peuvent se démontrer a partir
des équations de Maxwell. Malheureusement, la complexité du calcul rigoureux oblige
souvent a faire appel soit a une résolution numérique, soit a des hypothéses simplificatri-
ces. Dans la pratique, I'emploi de modéles phénoménologiques s’avere souvent plus sim-
ple & mettre en ceuvre.

3.2 Absorption sans diffusion

3.2.1 Les mécanismes d’absorption

Dans les gaz et les liquides, on a deux mécanismes d’absorption de la lumiére. Le pre-
mier est le changement d’état interne (quantifi€) des molécules ou des atomes qui produit
un spectre de raies. Le second est la dissociation des molécules ou la ionisation donnant
un spectre continu avec seuil d’énergie.

A I'état solide, le comportement dépend de I'arrangement des atomes et il faut distin-
guer les cas, suivant la nature du matériau. Les isolants et les cristaux ioniques purs sont
le siege de changements quantifies d’état de résonance donnant lieu a des bandes
d’absorption relativement étroites. Dans les semiconducteurs, il faut une énergie relative-
ment faible pour faire passer un électron de la bande de valence a la bande de conduc-
tion. On a alors un coefficient d’absorption trés élevé des que I'énergie du photon
dépasse la valeur du gap. Les métaux vrais, dont les électrons de valence se propagent
librement a toute température dans tout le volume, ont une absorption trés forte dans tout
le spectre. Quant aux matériaux impurs, il n’y a pas de régle générale. Leur comporte-
ment varie fortement suivant la nature des impuretés ([Des91] pp. 54-68).
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3.2.2 Loi de Bouguer-Lambert-Beer

Dans le cas particulier des milieux homogénes isotropes, I'absorption d’'une couche
d’épaisseur infinitésimale est donnée par la loi de Bouguer-Lambert ([Per95] pp. 63-64):

_ o) _
dp = —m(A) In(10)@dx ou m = —m(A) In(10) (3.5)
dx
¢ @+ do
q _>

Figure 3.1: Absorption d’une couche infinitésimale homogéne.

Le flux ¢ subit une variationlp lors du passage a travers la couche d’épaisseur . On
appellem(») le coefficient d’absorption spectrale. Apres intégration de I'équation (3.5),
on obtient la fractiore(\) du flux lumineux n’ayant pas été absorbée aprés un parcours
d’'une distanceli dans le milieu (d’aprés [Wys82] pp. 30-31):

B(\) = 107@TW) (3.6)

Cette grandeur se relie aisément a la densité optique par le logarithme de base dix:

DA\) = —In;8(A) = —log8(\) = d Om(A) (3.7)
Dans certains cas, on appetig) I'absorption du milieu et on laagote
L'indice d’extinction k (voir paragraphe 3.1) est directement lig® par la relation
(voir [Des91] p. 55):
_ ATK(A)
M) = Shn10 (3:8)

Notons quex est également une fonctioide

Si le milieu est un gazm(\) est proportionnel a la concentration des particules absor-
bantes. Pour les solutions, on a une relation analogus(gu est proportionnel & la con-
centrationc du soluté: m(\) = cx(\) ,e(A) étant une caractéristique de l'absorbeur
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appelée le coefficient d’extinction molaitéDans ce cas de figure, les photons sont vus
comme des projectiles devant traverser une couche contenant les obstacles que sont les
particules (voir figure 3.2). Plus I'aire que présente ces obstacles est grande, plus la pro-
babilité de traverser la couche est faible. Cette aire dépend du nombre de particules et de
la section que présente chacune d’elles en obstacle aux photons.s@insi, s’interprete
comme lasection efficacel’'une mole de particules absorbantes. Pour des particules de
rayonRr , on aura:

N) = AR A
8( ) - In(lO)T[ Xabs( ) (39)

ou x,,d\) est appelé le facteur d’efficacité d’absorption de la particule,et  le nombre
d’Avogadro.

dx

® * @+ do

Figure 3.2: Absorption d’une couche infinitésimale de particules absorbantes.

Dans le cas d’un mélange ou il n'y a pas d’interaction moléculaire entre les compo-
sants, le coefficient d’absorption spectrale correspond a la somme pondérée des coeffi-
cients d’extinction molaire des composants. La pondeératjon  correspond a la fraction
molaire pour les gaz et a la concentration pour les solutions. On appelle ceci la loi de
Beer ([Per95] p. 52):

m(\) = ZCJ- E(\) (3.10)
]
En chimie, on utilise trés frequemment la relation:

D(\) = —logB(\) = dz ¢ () = ZDJ.()\) (3.11)
] ]

pour déterminer la concentration d’'une substance chimique ou prévoir I'absorption d’'un
mélange. Cette relation porte le nom de loi de Bouguer-Lambert-Beer. Par abus de lan-
gage, on la désigne plus souvent par loi de Beer.

1. Attention, il ne faut pas confondre ce terme avec la permittivité que I'on note avec la méme lettre grecque.
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3.3 La réflexion

3.3.1 Réflexion spéculaire
Grace aux équations de Maxwell, on peut déterminer les amplitudes des ondes électro-

magnétiques reflétées et réfractées lors du passage d’un dioptre (voir [Pet93] pp. 133-
150). Les équations obtenues portent le nom d’équations de Fresnel.

I
ny i Ii
1| 1
|

i !
n,
|

Figure 3.3: Réflexion et réfraction d'un rayon incident sur un dioptre plan.

Les angles, et des rayons incident et réfracté suivent la loi de Descartes-Snell:
n;sin(i,) = n,sin(i,) (3.12)

Si I'indice de réfractionn; est supérieurrg , il existe un angle d’incidence limite
= asin(n,/n,;) au-dela duquel I'onde incidente est totalement refigtée= 1

Ilmax

3.3.1.1 Réflexion normale

Dans le cas d'une incidence nullg € 0 ), le facteur de réflexion de Fregnel ne
dépend que des indices de réfractign nget  des milieux amont et aval (sens de propaga-
tion du rayon) du dioptre.

_ =N f
Mon, = Ch, + 1,0 (3.13)

Lorsque les deux indices de réfraction sont des réels, on parle de réflexion vitreuse. Si
I'indice d’extinctionk n’est pas négligeable devant I'indice de réfraction , on parle de
réflexion métallique et la relation (3.13) devient:

_ (Ng—Ny)2+ (K —Ky)?
"2 (g +ny)2+ (Ky + Kp)?

(3.14)

oun,-ik, etn,—ik, sontles indices complexes des milieux séparés par le dioptre.

Dans le cas de la réflexion normale, la symétrie des équations garantit le méme coeffi-
cient de réflexion dans les deux sens de passage du dipptrer,
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3.3.1.2 Réflexion oblique

Considérant la réflexion oblique, I'angle d’incidence , non nul, est lié a I'angle de
réfraction par la relation de Descartes-Snell. Les relations de Fresnel doivent alors tenir
compte de la polarité du rayonnement incident.

Dans le cas d’une réflexion vitreuse, on décompose le rayonnement incident en une
somme de deux ondes polarisées I'une parallélement et I'autre perpendiculairement au
plan d’incidence. Le facteur de réflexiop ,  est, pour un rayonnement incident non
polarisé, la moyenne des facteurs de réflexion des ondes polarisées paralletlement ( ) et
des ondes polarisées perpendiculairement ().

_ dfan(iy—ia)f _ pinia —ia)f
"2 T Dang, 75,0 S e Goingi, 71,0 (3.15)
H — ra+ re l
rnl, nz(ll) = > (3.16)
Par la symetrie des equations (3.15), on a I'égalité entrgi,) r, gt a condition de

ne pas dépasser I'angle limite de réflexion totale.

Remarquons que $j+i, = 2 , il n’y a pas de réflexion des ondes polarisées perpen-
diculairement {, = 0 ). On appelle ce cas particulier I'incidence de Brewster. La lumiére
réfléchie est alors totalement polarisée.

La réflexion métallique est plus complexe. Une onde polarisée dont le plan n’est ni
paralléle, ni perpendiculaire au plan de polarisation donne une lumiére polarisé elliptique
([Des91] p. 712).

3.3.2 Réflexion diffuse idéale

Un élément de surfaces recevant un flux luminesx est soumis a un éclairement
E = dg/ds. La luminanceL d’un réflecteur diffus parfait étant indépendante de I'angle
d’observations , elle est liée a I'éclairement regEu  par la relationE . On parle alors
de diffuseur de type lambertien (voir [Mat85] p. 274 et p.391).

Pour un élément de surfaes  de luminance |, le fjux diffusé par unité d’angle
solidedw dans une direction faisant un arggle avec la normale vérifie:

d2(p

cosBdwds =L=

E
= (3.17)
On appelle cette relation la loi du cosinus de Lambert (voir figure 3.4). Le flux reflété de
facon diffuse dans la directiol  par rapport a la normale s’obtient en prenant pour angle
solide dw = 2msingde . Considérant une surfase recevant du demi-espace supérieur un
flux total g, = [Eds, on obtient la relation remarquable:

S



3.4 Les réflexions multiples 29

Lap _

.90 2sinBcosh = sin20 (3.18)
)

qui sera utilisée a plusieurs reprises dans des calculs ultérieurs.
' dw = 2msinBdd 200 _E o
=X = =co
[ = w T

doe

—— S
ds

Figure 3.4: D’apres la loi du cosinus de Lambert, 'intensité produite
par un réflecteur diffus parfait d'air€ ne dépend que du cosinus de
I'angle 6 d’'observation. L'indicatrice d’un tel réflecteur est un cercle.

3.4 Les réflexions multiples

Le passage d'un dioptre qui s’accompagne toujours d’une réflexion spéculaire (voir
paragraphe 3.3.1) est la principale cause de I'apparition de réflexions multiples. Celles-ci
augmentent le trajet de la lumiére dans un milieu et induisent ainsi des modifications des
facteurs de transmission et de réflexion.

3.4.1 Cas transparent

Un rayon incident sur une couche transparente a faces paralléles est soumis a un chan-
gement d’indice de réfraction. Cela conduit a des réflexions multiples a I'intérieur du
milieu transparent d’'indicea . Il a été démontré (voir [Jud75] pp. 439-444) que les inten-
sités des rayons émergents successifs suivent une progression géométrique. La transmit-
tance s’obtient donc en faisant la somme des contributions de tous les rayons transmis.
On aboutit ainsi a I'equation (3.19) qui exprime la transmittance globgie en fonc-
tion de la transmittance interng(\) et du coefficient de réflexion de Fresnel
r =ry () = r,4(i,). Dans le cas des couches transparentes a faces paralleles plongées
dans lair, 'angle limite de réflexion totale n'est dépassé pour aucun angle d’inci-
dencei, .

T = IO T=1) (3.19)
1-(rOr(y)
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T4A) = (1-r)° T ///M
+(1-1)* 07 Qr oT(V)* » R
+(1-r)2 TN [ T+ ...

S R N

Figure 3.5: Calcul de la transmittance d'un film transparent (équation (3.19)).

Notons que pour un milieu d’'indice de réfractiare 1.5 , la réflexion de Fresnel est
faible r = 0.04, alors on procede a I'approximation suivante:

TM) = T O1-r)° (3.20)

3.4.2 Cas des réflecteurs

Les réflexions multiples introduisent également une déviation entre le coefficient de
réflexion R observé et le coefficient de réflexion inteme  qui serait observé s'il n'y
avait pas de discontinuité de I'indice de réfraction. C’est en particulier le cas des échan-
tillons recouverts d’'un vernis comme sur la figure 3.6. Afin de tenir compte de ce phéno-
meéne, Saunderson a proposé la correction suivante (voir [Sau42] et [Gru80] pp. 307-
308):

_ (1-rd(1-r)R

R=r.+
's )

(3.21)
ou r, est la réflexion spéculaire de la lumiére incidente,et la réflexion interne sur
I'autre face du dioptre. Dans le cas d’une réflexion interne diffuse, les angles d’incidence
des rayons émergents ne sont plus liés a celui du rayon incident, ce qui implique

Réflexion

spéculaire /
Dioptre /

Réflexion
interne

Figure 3.6: Modification de la réflectance due a une discontinuité de l'indice de réfraction.
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3.4.3 Cas d’'une couche transparente sur un réflecteur diffus

L'expérience montre que les densités mesurées en réflexion sur papier photographique
ne respectent pas I'additivité donnée par la loi de Beer. Les réflexions multiples de la
lumiére dans la couche de gélatine transparente en sont la principale cause. Pour tenir
compte de cette non-linéarité, il fallait établir expérimentalement une courbe de corres-
pondance entre la densité de transmission donnée par loi de Beer, pour laquelle on a
'additivité, et la densité mesurée en réflexion (voir [Hun88] p. 263). Cela implique la
mesure de nombreux échantillons pour chaque type de support. Afin de simplifier cette
tache, Takahashi [Tak92] propose une relation empirique entre la densité donnée par la
loi de Beer et la densité réellement observée sur le papier photographique:

D = kDg = k(cex)™ (3.22)

ou Dy est la densité donnée par la loi de Beeer, la densité observée par réfbexion,
I'épaisseur du milieu absorbantlet et des constantes déterminées expérimentalement.
En effet, si I'on reporte sur un graphique le logarithme de la densité mesurée par
réflexion en fonction de la densité mesurée par transmission, on obtient une droite, dont
la pentem et I'abscisse a l'originek  se déduisent par une régression linéaire.

En reportant dans I'équation (3.22) I'additivité des densités selon la loi de Beer, I'équa-
tion de Takahashi se généralise aux mélanges de plusieurs encres. Pour trois encres, la
densité en réflexion est donné alors par la relation:

D = k(Dg; + Dgy + D)™ = K(C81 X + CE, X + CoeaX)™ (3.23)

Ce modele fut établit pour les impressions photographiques. Il donne de bons résultats
de prédiction pour les papiers de haute qualité se composant d’une couche transparente
réceptrice d’encres en contact optique avec un réflecteur diffus (voir figure 2.1). La puis-
sance du modele réside dans la simplicité des équations mises en jeu. Elles autorisent un
traitement aisé des densités des couleurs imprimées.

3.5 La diffusion

On entend par diffusion de la lumiére tout phénomeéne physique qui modifie la trajec-
toire d'un photon. La principale cause est la variation locale de I'indice de réfraction
dans un milieu hétérogene. Il existe d’autres mécanismes de diffusion (effet Raman, dif-
fusion de Brillouin, ...) qui s’Taccompagnent d’'un changement de fréquence du photon
incident; mais quantitativement, ils ne jouent pas un réle aussi important dans la nature.
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dx

Figure 3.7: Diffusion de la lumiére par une couche infinitésimale d’'épaisgrur

On s’intéresse plus particulierement a la diffusion causée par des particules dispersées
dans un milieu homogéne. En procédant a une analyse similaire a celle du phénoméne
d’absorption, on constate également une variation d’inteagité ~ proportionnelle au flux
incidente et al'épaisseuwrx du milieu diffusant traversé (voir figure 3.2):

de = —B(A)pdx (3.24)

On appelleg(n) le coefficient de diffusion du milieu, sachant g@gpdx est la fraction
du flux ayant changé de direction. Pour continuer l'analogie avec le phénomene
d’absorption, on introduit également une section efficace et un facteur d'efficacité pour la
diffusion. Cela permet d’écrire:

BO) = N » TR Xgir(A) (3.25)

ou N, estle nombre d’Avogadra, est la concentration des particules diffusantes,
leur rayon moyen ek () leur facteur d’efficacité. Lorsque les phénomenes d’absorp-
tion et de diffusion se superposent, le coefficient d’extinction molaire totale observeé cor-
respond a la somme des sections efficaces d’absorption et de diffusion:

N
£0) = [MR XapdM) + TR Xer W] B (3.26)

3.5.1 Diffusion de Rayleigh

Cette théorie s’applique a la diffusion de la lumiére par des particules de taille molécu-
laire (voir [Des91] p. 77 et [Mat85] p. 129). Lord Rayleigh a établi en 1871 une relation
donnant l'intensitél, diffusée a une distance dans une direction faisant un@ngle
avec le faisceau non dévié (voir [Hie97] pp. 201-203):

_ 0@ O o+ code
- [,
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ou 1, est lintensité du faisceau inciderd, la permittivité du vidg, la longueur
d’onde dans le videg  lpolarisabilité du milieu etN le nombre de particules par unité
de volume! Le terme entre parenthéses se nomnferation de phasévoir figure 3.8).

lg

dw —_ -

Figure 3.8: La Fonction de phase indique l'intensité relative diffusée dans chaque direc-
tion de I'espace par la diffusion Rayleigh. Cette fonction forme une surface de révolution
autour de I'axe défini par le rayon incident, et elle ne dépend que de I@angle

En intégrant la relation (3.27) sur une sphére de rayenl , on trouve le coefficient
de diffusionp a la longueur d’onde

BOY) = Il&fledoo = J:|eznsinede (3.28)

Dans le cas particulier d’'un milieu de permittiviég = n’e,  contenant des particules
d’indice de réfractiom et ayant chacune un volume |, la polarisahilité  est donnée par
I’équation (voir [Kor69] p. 80):

2 2

n“—n;,
a = 3g, Dﬁv (3.29)
n"+2n,

Alors, le coefficient de diffusiop  s’écrit:

B 1 0 o _ 240 -

2
a
03 sg)\gD AY m+2n

B(A) = NV (3.30)

ou A estlalongueur d’'onde dans le milieu. Notons que ces relations ne sont valables que
si le rayon des particules est inférieur au dixieme de la longueur d’®nde . Le coefficient
de diffusion étant proportionnel #* , on comprend pourquoi la lumiére bleue diffuse
bien plus que les rayonnements rouges. C’est ainsi que I'on explique la couleur bleue du
ciel et la coloration rouge du soleil au levé et au couché, quand une épaisse couche
d’atmosphere est a traverser.

1. Dans la littérature relative a la diffusion de la lumiere, on note la concenisation et on réserveda lettre  pour la
célérité de la lumiére.
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3.5.2 Diffusion de Mie

La théorie de Mie [Mie08] traite la diffusion de la lumiére produite par des particules
assimilées a des spheres de rayon et d’'indice de réfractior , plongées dans un
milieu d’'indice n,, . On admet qu’il N’y a pas de diffusion multiple ni d’interaction entre
les sphéres; dans la pratique cela implique une distance d’ersriron  entre les particules.
Le calcul rigoureux s’effectue a partir des équations de Maxwell (voir [Boh83] pp. 82-
129). Ainsi, l'intensité diffusée dans la direction faisant un arggle  avec la direction du
faisceau incident d’intensitg  est:

2 2
= Nodecf dSI7+ IS, 331)
6 Lz[QT[D 0 2 0o )
ou N est le nombre de particules par unité de volume, correspond a la longueur

d’onde du rayonnement incident dans le milieu d'indice L et estladistance alaquelle
on mesure l'intensité. Les coefficients de diffusgn Set  s’expriment sous la forme de
séries:

N

+1
(+1)

[a Og(cosB) + b, [ (cosB)]

(3.32)

N

I+1
(I +1)

[a Ot (cos8) + by C1y(cos)]

DD@DDD?};‘D
M IM s

1]
=

Les fonctions angulaires et s’expriment en fonction des polyndmes de Legendre
de premiére espéce et d’'ordre

P,(cosH)

mi(cosd) = =55

et 1(cosd) = %H(cosﬂ) (3.33)

Quant aux expressions des coefficiegts b,et , elles contiennent des fonctions de Bessel
et de Hankel. Pour alléger les notations, on introduit les variables

m = o y = 21 Dm et d=my; (3.34)
de plus, on définit les fonctiong &t  avec les fonctions de Be1'|s+spl et de Hankel
H|(2+)1de seconde espéce: 2
2
> > (2
W(x) = J; (D, 1) &) = J; H, 1§ (3.35)
2 2

Les coefficients, e, s’écrivent alors de fagon relativement synthétique:
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O _ HYY'Q) -mH Q) H'(Y)
LT EWYO) -mH(©)E(Y)

_ MYMYU'O) —H(O)H'Y)
L mE (W) -H(©)E'(Y)

(3.36)

D%:IDI:IEI

Notons ques, es, prennent des valeurs complexes, si les particules ont un caractére
absorbant{#0 ). Pour les propriétés des fonctions de Bessel et de Hankel ainsi que cel-
les des polynémes de Legendre, le lecteur consultera [Bro97] pp. 410-416 ou tout autre
formulaire de mathématiques.

Comme pour la diffusion Rayleigh, I'intégration sur I'ensemble de I'espace de l'inten-
sité diffusée conduit a définir une section efficace. Vu la complexité des expressions de
a, etb,, ce calcul est loin d’étre trivial. On utilise alors des tables qui permettent de cal-
culer le facteur d’efficacité de la diffusion (voir [Hie97] p. 233). Pour des particules non-
absorbantes de tailles suffisamment faiblesd.8 ), les développements en sgrie de et
S, peuvent se limiter aux termes a, gt .Leterme correspond a la contribution
de la diffusion Rayleigh donnée dans I'expression (3.30) (voir [Kor69] pp. 87-88).

Lorsque la taille des particules augmente, il faut prendre de plus en plus de termes dans
les développements en série. On montre que la diffusion avant devient supérieure a la
diffusion arriere. De plus, pour les valeurs élevéesyde , le coefficient de diffusion
devient indépendant de la longueur d’'onde et proportionnel a la section des spheéres.
Ainsi, la lumiére diffusée par de grandes particules est blanche.

Le modele de Mie s’applique avec succes aux aérosols, a I'étude des particules en sus-
pension dans I'atmospheére, aux pigments en suspension dans un véhicule et autres col-
loides. Nous reviendrons a plusieurs reprises sur 'emploi de cette théorie comme modele
de diffusion.

3.5.3 La diffusion multiple

Jusqu’'a présent, les particules responsables de la diffusion étaient suffisamment distan-
tes pour admettre qu’un rayon ne soit diffusé qu’une foi lors de la traversé du milieu.
Cette hypothese s’invalide dans le cas de milieux épais ou a forte densité de particules,
dans lesquels des diffusions multiples ont lieu. Le calcul montre que, quel que soit le
modele de diffusion utilisé, la résultante d’'un grand nombre de diffusions simples con-
duit a une diffusion isotrope (voir [Kor69] pp. 94-100). Cela correspond pour les réflec-
teurs diffus a la loi du cosinus de Lambert vue au paragraphe 3.3.2.

3.5.4 Equation de transfert des radiations

Il n'existe pas de réponse quantitative générale au probleme de diffusion posé par les
grosses particules tassées les unes contre les autres. Un nouveau type d’approche devait
étre développé en se basant sur une modeélisation phénoménologique.
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Le modéle général qui exprime la variation du flux lumineux lors de la traversée d’'un
elément volumique fut posé par Chandrasekhar [Cha60]. L'équation qu’il propose cor-
respond a un bilan énergétique d’'un élément de volume.

Figure 3.9: L'équation de transfert des radiations correspond
au bilan des flux lumineux traversant une épaisdsur

Dans sa forme d’origine I'équation de transfert des radiations s’écrit a I'aide des inten-
sités:
dl

g = —KPl+pi (3.37)

ou | est l'intensité du flux incidentp  est la densité du milieu, est le coefficient
d’extinction totale (absorption et diffusionds  est un chemin élémentaire et le rapport
j/k correspond a une fonction caractérisant une source de lumiere. Dans le cas d’'un
milieu non-luminescent (pas d’émission proptie), correspond a la fonction de diffusion
dont I'expression est:

T 2T
j6,¢) = %JOIO (p(8, 9:6',¢) L1(6', ¢')) sin®'de"d¢’ (3.38)

ou p(e, ¢;0', ¢ est lafonction de phase qui indique quelle fraction de la lumiére incidente
suivant I'angle solidaedw = sin@'de'dy’ est diffusée dans I'angle solide de direction
(6,9). Cela ramene la relation (3.37) a une équation du type intégro-différentielle déli-
cate a résoudre. Il existe néanmoins un certain nombre de résultats calculés pour des cas
particuliers, comme par exemple la diffusion isotrope dans les milieux constitués de
plans paralléles (voir [Cha60] pp. 70-79).

Bien que trés puissante, I'équation de transfert des radiations demande un traitement
mathématique tres lourd, difficile & mettre en ceuvre. Dans la pratique, on se tourne sou-
vent vers des simplifications extrémes telles que le modele a deux flux de Kubelka et
Munk.
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3.5.5 Kubelka et Munk (théorie a deux flux)

Plusieurs modéles phénoménologiques décrivent avec des succes divers la diffusion de
la lumiére. Le plus répandu considére deux flux de lumiére se propageant en sens oppo-
sés. Dans la littérature, on le rencontre sous le nom de la théorie de Kubelka et Munk
[Kub31]. Historiguement, les auteurs cherchaient un moyen simple de prédire la lumi-
nance d’un revétement blanc couvrant une surface plane quelconque. Le raisonnement
pouvant s’appliquer pour chaque longueur d’'onde séparément, le résultat s’étend aiseé-
ment au spectre visible et donc au couleurs. Notons que le modéle ne tient pas compte
des inter-actions entre différentes longueurs d’onde et exclut ainsi I'étude des substances
fluorescentes.

A
X

i [ Figure 3.10:Un  milieu diffusant
* d’épaisseurX repose sur un support
\X dx de réflectanceR, . Le milieu diffusant
est découpé en tranches paralléles infi-
f ] \ nitésimales d'épaisseutx . On consi-
\ dére alors deux flux, I'un descendant

7 /’ notéi et l'autre ascendant ngté
// Support de réflectand, /
///////////////// /

On considere un revétement d’une épaisseur  sur une surface infinie afin de pouvoir
négliger l'influence des bords. Soient un flux lumineux descendant et un flux lumi-
neux ascendant. On note la fraction du flux lumineux qui est absorbée (coefficient
d’absorption) ets la fraction du flux qui est diffusée (coefficient de diffusion). Le
modele suppose que les coefficients d’absorption et de diffusion ne varient pas dans la
couche étudiée. En faisant le bilan des flux traversant une couche infinitésimale d’épais-
seurdx se trouvant a l'altitude , on aboutit a un systeme d’équations différentielles
linéaires a coefficients constants. La traversée de la couche infinitésimale s’accompagne
pour le fluxj d’une diminution des quantités  par absorptiogjet  par diffusion, mais
eégalement d’'une augmentation de  , la fraction du flux diffusée lors du passage de la
couche d’épaisseutx . Le méme raisonnement s’applique au flux , en faisant attention
a l'orientation de I'axe des , pour aboutir au systéme suivant:

—

\ -
N —

E%( = (K + S)i-S]
O,. (3.39)
i g i
Clix Si—(K+ 9]

La résolution mathématique de ce systeme est présentée dans l'article de Kubelka et
Munk ([Kub31]). Aprés simplification de la solution générale, on fait apparaitre des
grandeurs mesurables en plus des coefficients phénoménologiques et . La solution
finale se présente alors sous la forme condensée suivante:
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R

1-R,{a-blkot{ bSX) (S+ K)
a— R, + b [Eot(bSX avec a 7 et b= Jaz-1 (3.40)

ou R, désigne la réflectance du support sur lequel le revétement repose. D’autres rela-
tions similaires et issues du méme calcul sont données dans la littérature (voir [Jud75] p.
428). On noter, la réflectance limite lorsque I'épaisseur du revétement tend vers
I'infini. L'étude de I'’équation (3.40) montre que, ne dépend que du rappakt de S sur
(voir [Jud75] pp. 422-423) et on aboutit a la relation:

(1-R,)?
2R,

K
s (3.41)

Cette derniere relation est a I'origine du succes du modele de Kubelka et Munk. Sa
relative simplicité I'a rendu trés populaire dans I'industrie des colorants et pigments.

Notons que I'on peut relier le coefficient d’absorptikn  a I'absorption speciii@ale
de la loi de Beer. La principale différence entre les deux approches réside dans les carac-
téristiques de la source de lumiére. Le modele de Kubelka et Munk suppose une source
parfaitement diffuse respectant la loi de Lambert, alors que dans le cas de la loi de Beer
on suppose une lumiére collimatée. Un calcul de photométrie (voir [Kub48]) faisant
intervenir I'équation (3.18) montre que le chemin moyen parcouru par une lumiére dif-
fuse est:

T T
2109 1dx O (2o dx O _
J’O 206 ‘Lo 50 = J'O 2sinBcosd EEb—O 500 = 2dx (3.42)

soit deux fois celui parcouru par une lumiere collimatée (voir figure 3.11). On en déduit
la relation liantk et le coefficient d’absorption spectrae

K = 2In100m(\) = 2In 10t E(\) (3.43)

ou m(\) ne contient que le terme d’absorption réelle, c’est-a-dire I'extinction privée de la
composante de diffusion.

dx 6

Figure 3.11: Chemin moyen parcouru par une lumiére parfaite-
ment diffuse lors de la traversée d’une couche d’épaisbeur
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Le coefficient phénoménologiqug se relie de fagcon analogue aux grandeurs physi-
ques (voir [McD97] p. 297). Dans le modele de Kubelka et Musik, ne comptabilise que
la lumiére diffusée dans le sens opposé au flux incident. Ainsi, le coefficient de diffusion
correspond a la section efficace de diffusion arrié®e x(A) qui, dans le cas d’'une dif-
fusion isotrope, est la moitié de la section efficace totglgs(A) = Xqir(\)/2 ). De plus, le
fait de travailler en lumiére diffuse revient, comme nous venons de le voir pour I'absorp-
tion, & multiplier par deux cette section efficace d’ou:

S = 2IN10EMR X 4ip(\) = IN10 EMRY 4 (M) (3.44)

3.5.6 Théorie a flux multiples

Le modéle a deux flux de Kubelka et Munk correspond a une simplification extréme de
I'équation de transfert de radiation. Afin d’améliorer la qualité de la prédiction, un
modéle intermédiaire fut développé par Mudgett et Richards [Mud71]. L'idée sous-
jacente consiste a augmenter le nombre de flux considérés. On parle alors de théorie a
flux multiples, ou d’approche multi-canaux dans laquelle un nombre pair de flux de
lumiere est pris en compte. Dans ce contexte, I'équation de transfert de radiation équi-
vaut a un modele ayant une infinité de flux.

Le modéle a flux multiples considére  canaux ascendants rotésn et canaux des-
cendants notés . De fagcon analogue au modéle de Kubelka et Munk, on étudie la varia-
tions des différents flux lors de la traversée d’'une tranche d’épaisseur infinitésimale
du milieu. Cela revient a poser un systeme2de équations différentielles linéaires du
premier ordre &m inconnues qui s’écrit sous forme matricielle:

(3.45)
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Lesm premiéres lignes ont un signe opposeé car les flux descendant vont dans le sens
desx décroissants. Les termes diagonaux de la matrice correspondent a I'atténuation du
flux dans un canal d( a I'absorptiany et a la diffusion de la lumiére vers les autres
canaux. L'augmentation du flux di & la diffusion de la lumiere dans les autres canaux
constitue les termes rectangles de la matrie. est la fraction de lumiere que le canal
diffuse dans le canal . Les coefficients de diffus®n se calculent en fonction d'un
modele de diffusion comme par exemple celui de Mie exposé au paragraphe 3.5.2. La
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résolution du systéme se fait souvent de facon numérique. Au cours des chapitres 4 et 5,
nous proposerons une formulation moins lourde et des méthodes de résolution plus puis-
santes pour ce type de probléme.

3.6 La fluorescence

La fluorescence est une forme trés particuliére de I'’émission de rayonnements lumi-
neux (voir [Sko92] pp. 604-613 et [McQ97] pp. 592-595). Pour introduire les notions de
base, considérons une molécule théorique ayant deux niveaux électromjgues  (état fon-
damental) ete, (état excité). Chaque niveau électronique possede plusieurs niveaux
vibrationnels (voir figure 3.12). Les photons d’une lumiere polychromatique incidente
vont exciter nos molécules théoriques qui sont dans I'état fondameptal et qui vont
peupler temporairement les niveaux vibrationnels de I'état exgjté (voir figure 3.12

(@)).

(a) Absorption  (b) Relaxation  (c) Fluorescence
non radiative

OoFN W
-
oMW
oMW

OoFN W
oMW
oMW

E ! E

0 0 0
Ligne de‘/

résonance

Figure 3.12: Diagramme énergétique de (a) I'absorption, (b) la relaxa-
tion non radiative et (c) I'émission fluorescente. Notons que pour la
ligne de résonance, les photons absorbés et émis ont la méme énergie.

L'état vibrationnel excité a un temps de vie trés court de I'ordre10i& seconde.
Ainsi, les molécules perdent rapidement leur énergie vibrationnelle et se retrouvent a
I'état électroniquee, . Ce processus de désexcitation (ou relaxation) se fait sans émission
de photons, par collision avec les molécules du solvant auxquelles I'exces d’énergie est
transféré. Cela induit une Iégére augmentation de la température du milieu. Le temps de
vie de I'état d’excitationg, varie entre0® av® seconde. Il y a deux processus par
lesquels les molécules peuvent retourner a I'état fondamental. L'un est appe&¥sion
interne il s'agit d’une relaxation non radiative (sans émission de photons) dont les méca-
nismes ne sont pas encore bien connus. La transition énergétique se fait alors entre I'état
E, et le plus énergétigue des niveaux vibrationnels de I'état fondameptal (voir
figure 3.12 (b)); I'énergie ainsi perdue contribue a augmenter la température du milieu.
L'autre processus de relaxation est la fluorescence. Il se produit par émission d’un pho-
ton dont I'énergie correspond a la transition erife et I'un des niveaux vibrationnels de
I'état fondamentak, (voir figure 3.12 (c)). L'exces d’énergie vibrationnel par rapport a
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E, est a nouveau perdu par un processus de relaxation vibrationnelle. Pour quantifier
I'énergie émise par fluorescence, on introduitdedement quantiqugui est la fraction
d’énergie restituée par voie radiative.

La bande de longueurs d’onde des radiations absorbées par les molécules constitue le
spectre d’excitation. Ce spectre est constitué des raies correspondant aux différences
énergétiques entre les niveaux vibrationnelssde et I'état fondamental . Rappelons
que l'absorption d’'un photon de longueur d’'orxle  correspond a une transition énergeéti-
que deAE = (hc)/A , oth est la constante de Planclk et la vitesse de la lumiére. Le
spectre d’émission par fluorescence (ou spectre de fluorescence), pour sa part, se consti-
tue des raies correspondant aux transitions entre I'état électrogique et les niveaux
vibrationnels de I'état fondamenta), . La multitude des raies dans les deux spectres est
souvent difficile a résoudre et leur donne I'apparence de spectres continus. Notons que le
spectre de fluorescence est constitué de raies moins énergétiques que le spectre d’absorp-
tion. Ce décalage des longueurs d’onde porte le noBtdkes shiftll existe un cas tres
particulier pour lequel le photon absorbé a la méme énergie que le photon réémis; la raie
correspondante est appeligme de résonance

Ligne de résonance

Emission

Absorption

> nm

Figure 3.13: Symétrie des spectres d’absorption
et d’émission par rapport a la ligne de résonance.

La forme du spectre de fluorescence ne dépend pas du spectre de la source de lumiere,
mais uniguement des probabilités de transition entre IEtat et les niveaux vibrationnels
de E, . Par contre, son amplitude varie proportionnellement avec la quantité d’énergie
absorbée. Souvent, le spectre de fluorescence ressemble au symétrique par rapport a la
ligne de résonance du spectre d’excitation (voir figure 3.13). Cela est d( au fait que les
différences d’énergie entre les niveaux vibrationnels sont quasiment les mémes pour
I'état excitéE, et pour I'état fondamenta]  (voir [Per95] p. 204).

L'expérience montre que la fluorescence est favorisée dans les molécules rigides conte-
nant des cycles aromatiques (voir [Vol94] pp. 549-593), comme par exemple la Rhoda-
mine 6G dont la structure est donnée dans figure 3.14 d’aprés [Sva92] p. 213. Ceci se
concoit aisément puisqu’une molécule rigide a moins de possibilités de se relaxer par un
processus non radiatif. En fait, plus la probabilité d’une relaxation non radiative est fai-
ble, plus le rendement quantique sera élevé. Ainsi, une augmentation de la viscosité du
milieu induit une augmentation de la fluorescence. Dans le cas particulier des encres, la
substance liquide est souvent moins fluorescente que celle imprimée car les molécules
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fixées sur un support rigide ont moins de degrés de liberté. A contrario, une augmenta-
tion de la température du milieu conduit & une plus forte probabilité de relaxation non
radiative due aux collisions avec d’autres molécules et on observe une diminution de la
fluorescence.

HsC CH
5 Z\N _CaHs
H SH
HaC
HsC,— O

Figure 3.14: Structure de la molécule de Rhodamine 6G.

La fluorescence est un phénoméne rapide; il faut entre 0.1 et 10 nanosecondes pour
gu’'une molécule retourne a I'état fondamental ([Sal91] pp. 454-456). Il arrive qu'une
molécule soit piégée dans un niveau d’énergie intermédiaire, dont les transitions vers
I'état fondamental sont interdites par la mécanique quantique. Alors, le retour a I'état ini-
tial ne se fait qu'aprés un temps relativement long pouvant aller d’'une milliseconde a
plusieurs jours. On parle alors pleosphorescence

A forte concentration, le comportement des substances fluorescentes n’est plus
linéaire. L'absorption devient alors trop importante et la lumiére n’atteint plus certaines
molécules. La température, I'oxygéne dissous en solution et les impuretés réduisent éga-
lement le rendement quantique et donc la fluorescence. Ces phénomeénes sont appelés
phénomenes dguenching

La prédiction des spectres de fluorescence demeure une procédure nécessitant de nom-
breuses mesures (voir [Sim94] et [McD97] pp. 249-266). Afin de prédire le spectre de
radiance total@,; , on considéere deux composantes, pyne  correspond a la réflectance
et 'autrep, correspond au rayonnement produit par luminescence:

Br = Br*BL (3.46)

La réflectance d’un corps fluorescent se mesure grace a un dispositif a deux monochro-
mateurs. Le calcul de la composante luminescente nécessite le connaissance de la
bande d’absorption et du spectre d’émission du corps. Ces deux éléments se mesurent a
I'aide d’un fluorimétre. On noter&(\) le spectre d’émission normalisé dont I'intégrale
vaut un. Ce spectre doit étre mesuré pour chaque concentration de la substance fluores-
cente. Connaissant la fractiar\)  d’énergie absorbée par la substance fluorescente et
connaissant pour chaque longueur d’'onde le rapgoxt entre I'énergie absorbée et celle
émise, la composanfg  se calcule de la fagon suivante:

A2
BL = fN) Ej'A o () T(W E(W) du (3.47)
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ou E(\) est le spectre du rayonnement incident, et ou les longueurs d’apdes), et
délimitent la bande d’absorption de la substance fluorescente.

La fluorescence est mise a profit pour améliorer la blancheur du papier. Lors du proces-
sus de fabrication, des substances chimiques fluorescentes appelées azurants optiques
sont ajoutées. Elles absorbent les rayonnements ultra-violets et réémettent dans la zone
bleue du spectre visible. Il existe également des colorants fluorescents utilisés dans cer-
taines encres pour les rendre plus lumineuses (voir [Gru80] p. 237).

3.7 Modeles de prédictions pour couleurs tramées

Dans cette partie, nous nous intéressons uniquement aux teintes produites a l'aide de
méthode de génération de demi-tons. Les couches d’encre ne forment plus une surface
uniforme, mais un réseau de figures géométriques qui alterne les zones encrées et les
zones non-encrées.

3.7.1 Equation de Murray-Davis

Pour faciliter la modélisation, on considere un échantillon d’aire unitaire imprimé avec
une encre de densité optigue() . La densité du support blanc est nullea Soit
(0<a<1) l'aire recouverte par I'encre. Alors, la densibé\) de la teinte résultant de la
juxtaposition du blanc du support et de la teinte de I'encre est donnée par la moyenne
pondérée suivante:

10°® = (1-a) M0 +amo ¥ (3.48)

ou D(A\) est la densité de I'ensemble de I'échantillon (voir figure 3.15). Cette relation se
rencontre souvent sous forme logarithmique et est appelée équation de Murray-Davis
([Yul67] p. 212):

DO\ = —log[1—a(1—10 )] (3.49)
Air
a
Encre
Papier

Figure 3.15: Modéle de réflexion de la lumiére de Murray-Davis
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3.7.2 Théorie de Neugebauer

La théorie de Neugebauer permet de prévoir la teinte obtenue lors de la reproduction
couleur. Elle suppose qu’'une surface blanche imprimée en trichromie (CMY) se com-
porte comme un systeme additif avec 8 teintes primaires: blanc, cyan, magenta, jaune,
rouge (superposition de jaune et magenta), vert (superposition de jaune et cyan), bleu
(superposition de cyan et de magenta) et noir (superposition de cyan, magenta et jaune).
L'importance relative de chaque primaire est proportionnelle a I'aire qu’elle occupe sur
le support. La connaissance des spectres de réflexion des 8 primaires et de leurs aires res-
pectives permet de déterminer le spectre de réflexion résultant (voir [Neu35] pp. 6-10).

Considérons une surface unitaire d'une méme nuance colorée. Posons l'aire de
papier couverte par les points de I'encre cyan, l'aire couverte par les points de I'encre
magenta ey l'aire couverte par les points de I'encre jaune.

En admettant que la distribution des points d’'une encre suit une loi aléatoire de densité
de probabilité uniforme, des recouvrements partiels ou totaux se produisent. La probabi-
lité pour qu’'un point soit couvert par I'encre cyan est , par I'encre magenta , par
I'encre jauney . Alors, la probabilité gu’un point ne soit couvert que par la teinte cyan est
c(1-m)(1-y). Comme la surface considérée est unitaire, on en déduit que cette valeur
correspond également a I'aire qu’occupe cette couleur. En appliquant le méme raisonne-
ment aux autres primaires on aboutit aux résultats de la Table 3.1.

Teinte Aire occupée

Blanc fi = (1-c)(1-m)(1-y)
Cyan f, = c(1-m)(1-y)
Magenta fy=(1-c)m(1l-y)
Jaune fy = (1-c)(1-m)y
Rouge fs = (1-c)my

Vert fg = c(1-m)y

Bleu f; = cm(1-y)

Noir fg = cmy

Table 3.1:Aires occupées par les huit teintes primaires.

Les f, sont les aires occupées par les différentes primaires de spectre de réflexion
R(\) . La nuance colorée résultante a le spectre de réflexion suivant:

8
RN = 3 iR (3.50)

i=1
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Le modele s’applique a toutes les combinaisons de couleurs et se généralise tres aisé-
ment aux systemes a plus de trois encres.

La relation (3.50) correspond a une interpolation entre les spectres des prim@ires
pondérées par les airégs  qu’elles occupent respectivement. Par conséquent, I'équation
(3.50) se généralise a un nombre arbitraire de primaires a condition de connaitre les aires
f. qu’elles occupent respectivement. Notons qu’alors le calculides  n’est plus néces-
sairement celui donné par la Table 3.1. Ainsi, une surface unitaire constituée de la juxta-
position d'un ensemble de primaires de speei(®) occupant respectivement des aires
a; a pour spectre de réflexion résultant:

RQ\) = ZajRj()\) (3.51)
]
Nous reviendrons a cette généralisation aux chapitres 6 et 7.

3.7.3 Méthode cellulaire

Le modele classique de Neugebauer conduit a des erreurs de prédiction de 'ordre de
AE = 10 dans I'espace CIELAB (voir [Kan94]). Une amélioration de la qualité de pré-
diction passe par l'utilisation d’'un nombre accru de primaires. En plus des teintes des
encres et de leurs combinaisons, on enrichit 'ensemble des primaires en mesurant les
spectres d’échantillons tramés disposés a intervalles réguliers dans I'espace des couleurs.
L'interpolation de Neugebauer peut se faire sur des portions plus petites de I'espace des
couleurs. Souvent, le réseau de primaires formé a une maille rectangulaire afin de facili-
ter le calcul d’interpolation. L'erreur s’en retrouve automatiquement réduite. Les por-
tions d’espaces portent le nom de cellules d’ou le nom de “méthode cellulaire” (voir
[Heu92]). Pour une impression quadrichromique, une maille formée de 625 échantillons
conduit & une erreur de prédiction moyenneate= 3 dans lI'espace CIELAB (voir
[R0I93]).

3.7.4 Equation de Yule-Nielsen

Le modéle de Neugebauer ne prend en compte que les teintes des encres, de leurs com-
binaisons et la teinte du support. Dans leur étude des échantillons tramés, Yule et Nielsen
observéerent qu'une fraction de la lumiere pénétrant I'encre émerge par les parties non
encrées du support, et inversement, une fraction de la lumiere pénétrant le support
émerge par les parties encreées. Il en résulte un double changement: d’'une part, le support
se colore, et d’autre part, les teintes produites par les encres se désaturent. Sur la base
d’'un modéle de papier idéal similaire a celui introduit au paragraphe 2.1.1, Yule et Niel-
sen posent I'équation suivante:

2

n
0 (3.52)
0

0 1
RO = 5&R§(A)+(1—a)1
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ou R(\) estlaréflectance de I'encre, la réflectance du support est unitaire et  est la frac-
tion d’aire couverte par I'encre. Les termes de racine carrée et de puissance carrée tradui-
sent le parcours aller-retour de la lumiére dans le papier. Par analogie, la relation (3.48)
de Murray-Davis s’interpréte comme une modeélisation & parcourt simple a I'intérieur du
réflecteur. Sachant que le support n’est pas un diffuseur parfait, la réalité physique se
situe entre ces deux modeles. Yule et Nielsen introduisent un factews n<(2 ) carac-
térisant un parcourt intermédiaire de la lumiére qui généralise I'équation (3.52) de la
facon suivante:

o ! 7
R(\) = %aRQ()\)+(1—a)1n% (3.53)

Cette relation porte le nom de relation de Yule-Nielsem et le nom de facteur Yule-
Nielsen. Bien qu’étant un parametre empirique, peut étre relié a la distance de diffu-
sion de la lumiére dans le support (voir [Ruc78]).

Dans le cas d’une impression CMY classique, la correction de Yule-Nielsen s’applique
a la relation (3.50) de Neugebauer de la fagon suivante:

1 8 1

R'(\) = S £.RO) (3.52)

i=1

En pratique, la correction de Yule-Nielsen améliore les prédictions du modéle de Neu-
gebauer, mais le coefficient doit étre déterminé pour chague combinaison d’encre et de
support. Le calcul se fait a I'aide d’'une méthode de recherche opérationnelle appliquée
aux spectres mesurés d’'un jeu d’échantillons monochromes connus.

3.7.5 Equation de Clapper-Yule

Le modele de Yule-Nielsen integre le phénomeéne de diffusion de la lumiére dans le
support, mais ignore la contribution des réflexions multiples vues au paragraphe 3.4.
Pour pallier a cette carence, Clapper et Yule reprennent I'analyse de la lumiere reflétée
par des échantillons tramés en considérant les contributions successives des différentes
réflexions (voir [Cla53] et figure 3.16). lls aboutissent ainsi a la somme des termes d’une
série géometrique:

L R-rg-r)t-a+ aT(\))?
1-Ryri(1-a+aT’(\)

R\ = g (3.55)

our; etr, sont respectivement les coefficients de réflexion interne et de surface définis
au paragraphe 3.4.8, la fraction de lumiere renvoyée par le support vers la surface
imprimée,a la fraction d’aire recouverte par I'encreTex) la transmittance du milieu
contenant I'encre. La relation (3.55) s’adapte également au modéle de Neugebauer, nous
y reviendrons au chapitre 7.
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s (1-ro(1-r)[(1-a) +aTMWI?Ry[r(aT?(\) + (1 -a)Ry]"
\‘/ a Air
Encre
Papier
(1-rol(1-a)+aT(\)] (1-r9l(1-a) +aTM)IR[r,(aT?\) + (1-a)Ry]"

Figure 3.16:Modele de réflexion de Clapper-Yule, prenant en compte la réflexion en surface,
les réflexions multiples internes et la diffusion de la lumiere dans le support papier.

L'équation de Clapper-Yule modélise un support a I'intérieur duquel la lumiere, par le
jeu des réflexions diffuses multiples, parcourt une distance tres grande et ressort loin de
son point d’entrée. En pratique, la relation (3.55) s’applique dés que cette distance est
grande par rapport a la période de la trame. Ce modéle s’oppose a celui de Murray-Davis
qui suppose que la lumiere ne se propage pas dans le support. Entre ces deux extrémes, la
correction empiriqgue de Yule-Nielsen permet de tenir compte d’'un parcourt moyen a
I'intérieur du support de distance limitée. Ces interprétations des modeles de Murray-
Davis, Yule-Nielsen et Clapper-Yule seront reprises au chapitre 7.

3.7.6 Modeéles de diffusion avancés

Les modéles de diffusion vus jusqu’ici ne prennent pas en compte les caractéristiques
géométriques de la trame employée, alors qu’elles jouent un réle de premier plan. Dans
le cas d’'une trame dispersée, un point donné a souvent un voisin couvert d’'une autre
combinaison d’encre, et la diffusion de la lumiere dans le support conduit a une altéra-
tion mutuelle des teintes de ces points. A I'opposé, dans le cas d’'une trame a points cen-
trés, les voisins sont souvent couvert par la méme combinaison d’encres, évitant ainsi
I'altération de leur teinte.

Pour rendre compte de la géométrie de la trame, le phénomene de diffusion se modélise
a I'aide d’une opération de convolution (voir [Ruc78], [Arn96] et [Gus97]). Dans un pre-
mier temps, on définit une fonctiar(x, y)  qui correspond a I'image que I'on observerait
si un faisceau de lumiere de diametre infinitésimal touchait la surface du support. La
fonctionP(x, y) est la réponse impulsionnelle du systeme, et caractérise la diffusion de la
lumiere dans le support. Elle peut également s’interpréter en termes probabiliste, ainsi un
photon incident a I'origine & une densité de probabifite y) d’émerger du support au
point (x, y) . La convolution de’(x, y) avec la figure formée par les impacts d’encres pro-
duit I'image résultant de I'absorption des encres et de la diffusion dans le support. Pour
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la mise en équations, notong, y) I'intensité incidente au peing  T(et) la trans-
mittance du milieu en ce point. Alors, le facteur de réflexion au point est:
R(x Y = [(1X, Y)T(X, y))*P(x, y)] OT(X Y) (3.56)

En intégrant le résultat de la relation (3.56) sur 'ensemble de la surface du support, on
obtient la réflectance globale de I'échantillon imprimé. Dans la pratique, on représente le
facteur de transmission(x,y)  en chaque point du support a I'aide d’'un plan discret de
pixels. La convolution avec la réponse impulsionn@le y) s’opére numériquement sur
I'image formé par le plan de pixels.

D’un point de vue qualitatif, la fonctioP(x, y)  décroit exponentiellement lorsqu’on
s’écarte de l'origine, et sa symétrie est liee a la géométrie de I'éclairage. Notons que la
mesure deP(x, y) reste une opération délicate (voir [Gus95] pp. 71-87). Des travaux
récent (voir [Rog97]) visent a calculerx, y)  al'aide de I'équation de transfert des radia-
tions de Chandrasekhar vue au paragraphe 3.5.4, connaissant les conditions d’éclairage
et les propriétés physiques du support papier.

3.7.7 Simulation par la méthode de Monte-Carlo

Le calcul du coefficient de réflexion d’un systeme complexe se fait a I'aide de métho-
des statistiques. La prédiction se fait en imitant le phénomeéne réel grace a un modele
numérique discret a I'intérieur duquel on simule la progression des photons. Le modéle
numeérique discret du systéme est une maille tri-dimensionnelle dont chaque nceud repre-
sente un élément de volume. Un nceud se voit associé a un ensemble de données probabi-
listes qui découlent des propriétés physiques de I'élément de volume réel. Ainsi, la
probabilité d’absorption d’'un photon est donnée par la densité optique, la probabilité de
diffusion se déduit de la section efficace de diffusion, la probabilité de changer de lon-
gueur d’onde correspond aux propriétés de fluorescence et la probabilité de diffusion
dans une direction donnée dépend de la fonction de phase du diffuseur. A I'aide d’'un bon
générateur de nombres aléatoires, on est en mesure de suivre la progression d’'un photon
a travers le systeme étudié et d’en déduire I'état du photon a la sortie. En réitérant cette
opération un grand nombre de fois, il est possible de connaitre le coefficient de réflexion
et de transmission du systéme étudié grace a un calcul statistique sur les états finaux des
photons.

Cette méthode permet de prédire les propriétés optiques de systemes complexes tels
gue les tissues biologiques (voir [Han93] et [Tuc94]) pour lesquels on ne connait pas de
solution sous forme fermée. Le principal point faible, commun a toutes les techniques
statistiques, réside dans la puissance de calcul qu’elles nécessitent pour leur mise en
ceuvre. Néanmoins, la progression de la puissance des ordinateurs rend la méthode de
Monte-Carlo abordable pour un nombre croissant d’applications.
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3.8 Remarque finale sur les outils classiques

Ce chapitre rassemble les principaux outils classiques de prédiction couleur. En géné-
ral, ces informations se trouvent dispersées dans plusieurs ouvrages de la littérature spé-
cialisée. Nous avons voulu donner au lecteur une vue globale tout en restant synthétique.
Partant des lois physiques de base, les modéles sont introduits dans un ordre logique, tout
en maintenant une progression allant des plus simples aux plus complexes. Les équations
de Maxwell conduisent directement aux lois de I'absorption de Lambert-Bouguer-Beer
et aux lois de la réflexion de Fresnel. Par analogie avec I'absorption, on introduit un
modéle similaire pour la diffusion simple. Grace aux équations de Maxwell, la diffusion
d’ondes électromagnétiques par de petits dipdles (diffusion Rayleigh) et celle causée par
de petites particules (diffusion de Mie) se prédit avec une grande précision. L'étude de
systemes plus complexes se fait a I'aide de I'équation de transfert des radiations de
Chandrasekhar basée sur un modele phénoménologique provenant de I'astronomie. Le
modele de Kubelka et Munk, ainsi que les modéles a flux multiples, sont des formes sim-
plifiées du cas général traité par Chandrasekhar.

Certaines substances rencontrées dans l'industrie graphique ont un caractére fluores-
cent: encres fluorescentes et azurants optiques du papier. La colorimétrie de ces corps
devient complexe puisque les spectres de réflexion et de transmission observés dépen-
dent de la source de lumiere. Une modélisation plus élaboré destinée au traitement de ces
cas est présentée.

Finalement, la prédiction des couleurs reproduites a lI'aide de trames est abordée par le
biais des outils classiques tels que I'équation de Murray-Davis et celle de Neugebauer.
La diffusion de la lumiére dans le papier fait intervenir les modéles de Yule-Nielsen et de
Clapper-Yule. Ce point fait I'objet de recherches intenses comme le montrent les travaux
récents sur la prédiction des spectres d'échantillons imprimés tramés (voir
paragraphe 3.7.6).
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cwerres NOUVElle formulation mathématique

Dans ce chapitre nous allons mettre en place une nouvelle formulation mathématique
basée sur des outils provenant de I'algebre linéaire. La premiere partie introduit les idées
de base dans le cas des problémes se ramenant a un systéme d’équations différentielles
homogénes du premier ordre a coefficients constants. On illustrera la méthode par la
résolution des équations classiques de Kubelka et Munk. Dans une seconde étape, on
s'intéressera au cas plus général des systemes d'équations différentielles linéaires du
premier ordre a coefficients non constants. Cela nous amenera a I'étude du probléme de
Kubelka et Munk lorsque les coefficients d’absorption et de diffusion ne sont pas cons-
tants.

4.1 Forme matricielle des systéemes d’équations différentielles

Un systeme den  équations différentielles homogenes du premier ordre a coefficients
constants s’écrit:

Od
E}&yl(x) = a5,Y,(X) +agy,(9) + ... +agy, (%)

Ud
EFXY2(X) = 5 Y,(X) +anY,(X) + ... +ay,(X)

d (4.1)

0

0

Od ~

Eﬂj(yn(x) - anlyl(x) + an2y2(x) oot annyn(x)

Ce systéme peut étre mis sous forme matricielle de la fagon suivante:

Dy = Ay (4.2)
dx :

ou y(x) est un vecteur dont les composantes sont les foncjjpns A , et la matrice car-
rée d'ordren formée par les coefficierds  de I'équation (4.1). A présent, on se place

dans un espace vectoriel de dimension fimie construit sur le corps des complexes; et
le probleme est ramené a la résolution d’'une équation différentielle homogéne du pre-
mier ordre a coefficient constant dans (voir [Ave91] pp. 47-58).

y(x) est un vecteur d& dépendant d’'un parameétre xéel parcourant un intarvalle
Selon le théoreme fondamental donné par [Ave91] p. 52, il existe une application
différentiable de classe> unigyel = E  Vérifiant (4.2) paurl  y@}) = v, . Cette
fonction s’écrit:

y(¥) = exd(x—x)Alyo (4.3)
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Rappelons que pour une matrice careée , I'expressiqiB] est définie par le déve-
loppement en série de la fonction exponentielle (voir [Hir74] p. 83):

exp[B] = zIB—l (4.4)
i=0

La notationB' désigne I'endomorphisree  appliqué fBis= BB
Le cas particulieB® désigne l'identité notige

On montre que la fonction (4.3) est solution en la remplagant dans le premier membre
de I'équation différentielle (4.2). Pour calculer la dérivée de I'exponentielle on utilise le
développement en série donné par (4.4) en remplagant (xpag)A . La linéarité de la
dérivation permet de permuter celle-ci avec la somme infinie. D’autre goart, ne dépen-
dant pas du paramétse , on peut également sortir les magices  de la dérivation. Il ne
reste alors plus qu’a dériver les puissancegxdex,) . En procédant & une simplification
et a un changement d’indice, on refait apparaitre le développement en série de
exd(x—x)A] avec A en facteur. Le résultat final correspond bien a I'équation différen-
tielle donnée.

Sy = expl(x-x)Alyo) @5

i 0

4.1.1 Propriétés de I'exponentielle

Nous rappelons ici quelques propriétés que nous utiliserons par la suite (voir [Ave91]
pp. 48-49). SoitA un endomorphisme quelconqu& et  un isomorphisme de I'espace
vectoriel E . Alors on a I'égalité suivantexgBAB] = B'exjA]B
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Sideux endomorphismes Bt commutexs(= BA ) on aI'égalité des trois expres-
sions suivantesexjA +B] = exd AlexdB] = exd BlexgA]

Pour tout endomorphisme  de I'espace vectogiel , 'endomorphisme] admet
pour inverseexg-A] . On a donexg Alexg—A] = exg—AlexdA] = Id ol  désigne
I'application identité. Cette propriété découle directement du résultat précédent.

4.1.2 Calcul explicite des solutions

Dans tout ce paragraphe, I'espace vectariel construit sur le corps des complexes est
de dimension finiem ed est une matrice carrée constante d'ardre . On appelle poly-
ndéme caractéristique de le polynbmexn donnéRgEr= det{ A—Ald) , et valeurs
propres deA les racines du polyndme caractéristique. Puisque le corps des nombres
complexes est algébriquement clos, le polyndme caractéristiqgue admet exactement
racines que I'on noter@ ave&i<n

Nous appellerons sous-espace propreéde assegié a I'ensemble des wecteurs veéri-
fiant: (A -a;ld)y = 0. Un tel ensemble constitue un sous-espace vectoriel de et sera
noté E(a;) .

4.1.2.1 Cas des matrices diagonalisables

Si pour toute valeur propre;, , la dimension du sous-espace pEjpje est égale a la
multiplicité dea; comme racine du polynéme caractéristique, la matrice  est diagona-
lisable (voir [God94] p. 438). Alors il existe une bags} rde vecteurs propres de
Soit a; la valeur propre correspondant au vecteur ; dans ce casAan-=aa;e et
A"e = (a;)"e . D'oU le résultat sur I'exponentielle de exgAle = exda;le

Les vecteurge;} sont également les vecteurs colonne d’'une matrice  de changement
de base vérifiansh = vDV™ ol est la matrice diagonale formée par les valeurs pro-
pres{a;} deA . On montre alors grace aux propriétés de I'exponentielle données au
paragraphe 4.1.1 que:

exf(x—X)A] = Vexd(x—x)D] V" (4.6)

exd (X—xp)a,] 0
exf (X —Xp)a,]
O
0 exg(x—x)a,]

0

0
ou: exg(x—%,)D] = E 4.7

0

O

o o

Le calcul de la famille de vecteurs propres constituant la matrice de passage fait
appel a une méthode bien connue d’algebre linéaire (voir [Lip94] pp. 286-287). Pour
chaque valeur propre, les vecteyrs d’un sous-espace pEapye vérifient I'équation
(A—q;ld)y = 0. Si m est I'ordre de multiplicité der, , on choisit  vecteurs indépen-
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dants vérifiant cette équation pour constituer une bas«e . La concaténation de tou-
tes les bases des sous-espaces propres conduit a une base de vecteurgegropres qui
servira a construirg

Ainsi la solution donnée par I'équation (4.3) se ramene a une forme tres simple:
f(x) = Vexd(x—x)D] V'y, (4.8)
4.1.2.2 Cas des matrices non diagonalisables

Dans le cas général, la dimension du sous-espace pegpye n’est pas nécessairement
égale a la multiplicité dex; comme racine du polyndme caractéristique (voir [God94]
pp. 441-450). Alorsa n’est plus diagonalisable et le calcul de I'exponentielle devient
délicat. Il est néanmoins possible de simplifier considérablement ce probléme en mettant
A sous la forme canonique de Jordan (voir [Hor96] pp. 121-142). Cette forme particu-
liere de matrice n’a des valeurs non nulles que sur la diagonale principale et la premiére
sur-diagonale. Le théoreme de Jordan dit qu’il existe dans ce cas une mvatrice  de chan-
gement de base mettant  sous la forme bloc diagonale (voir [Hor96] p. 126):

0 O O O
0, 05 g, 1 0 5
- SN
— n - — X
A =VH 2 ™ avec g, = i . (4.9)
&, L8 0, o
0o S O 0o o ]
sous les conditions suivanteg:>n,>...>2n,>1 m@t+n,+...+n,=n .LBS sontdes

matrices carrées d'ordre  appelées blocs de Jordan. Notons qu’a chaque bloc est asso-
cié un vecteur propre indépendant, mais que les valeurs propres associées ne sont pas
nécessairement distinctes. L'exponentielle d’'une matrice est alors de la forme:

O 0
E exg(x— XO)‘]nl] 0 %
exd (X—X%)J -
exg(x—X%)A] = % H(x=%) ”2] . % ! (4.10)
0 O O
E 0 expg(x— XO)‘]nk] E
Gréace aux propriétés des blocs de Jordan, le calcekgie] est grandement simplifié.

Tout bloc de Jordan, d'ordre peut s’écrire sous la forme d’une somme d’'une matrice
identité multipliée par une valeur propte et d’'une matrice nilpotente qui n’a que des
“1” dans la premiére sur-diagonalg: = (a,ld+N) . Rappelons que la matrice  est nil-
potente cam® est nulle. Notons également que les matricesa,ldet commutent. On
peut montrer que pour toui> k la matricg)™  estun polyndbmaen de degré kgal a
(voir [Hor96] p. 138):
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o

o
o

m
()" = Z ginEDa‘kNm‘i ou (4.11)
m-k+1

O d

zZ

1
I o
o
o

I

On en déduit quexdJ,] estun polynbme 8n  de degré au plus égal a . Grace a cette
propriété, le calcul de I'exponentielle de  est grandement simplifié. Finalement, la
solution donnée dans I'équation (4.3) se met sous la forme:

f(x) = Vexd(x—x%)J VY, (4.12)

ouJ est la forme canonique de Jordan de la matrice

4.2 Application: équations classiques de Kubelka et Munk

Le probleme de Kubelka et Munk, que nous avons présenté au paragraphe 3.5.5, peut
étre traité grace a la méthode que nous venons de présenter. En effet, le systeme d’équa-
tions différentielles faisant intervenir le flux descendant et le flux montant peut se
mettre sous forme matricielle comme le montre I'’équation (4.13). Rappelons que est
le coefficient d’absorption et le coefficient de diffusion. Pour mettre en évidence les
avantages de la formulation matricielle, la résolution va étre présentée de facon détaillée.

A
X
\/ i \/ Figure 4.1:Un  milieu  diffusant
* d’épaisseurX repose sur un support
\ \X dx de reflectanceR, . Le milieu diffusant
/ . . o
est découpé en tranches paralléles infi-
\ f j \ nitésimales d'épaisseutx . On consi-
\ \ dére alors deux flux, I'un descendant
Z % notéi et l'autre ascendant ngté
2/2 Support de réflectandg, /
/////////////////// /
Hd
dx O _ on0,d
gaxO-gS*K S gyl (4.13)
gdig 0 S —«(S+KROOjO
Odx O
. . L O _ O O O
Pour simplifier I'écriture posonsmv = St K S g etexd (x—x)M] = gt¥g
O S —(S+KO Ovw(

out,u,v etw sontdes fonctions de- x) = X
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D’apres ce que nous venons de voir au paragraphe 4.1, la solution de I'équation (4.13)
S’écrit:

Oix) O _ Oi(xg) O
0 0= exd(x—x)M]O0 * ™ O (4.14)
Ojx) 0O Oj(xe) O

_Brumi f

Ovwj(xy) O

La condition imposée a l'abscissg= 0  par la réflexion du suppori(egt= R;i(x,)

En introduisant ce résultat dans I'équation (4.14), on arrive a exprjwer en fonction
dei(X) :

i v+ WR,

j(X) = TTuR, 0(X) (4.15)

Par définition, la réflectance  du revétement d’épaisseur est égale au rapport entre
j(X) eti(x), dou:

V+WR3

t+uRg

Détaillons le calcul de I'exponentielle de la matrice afin d’exprimen v , wet en
fonction des constantes d’absorptiegn et de diffuston  ainsi que I'épaisseur de la
couche étudiée. On applique la méthodologie décrite au paragraphe 4.1.2 a la matrice

R =

(4.16)

Calculons le polyndme caractéristique de la matvice

P(\) = deq(M-Aid) = | (K¥S-A =S = \2_2KS—-K> 417)

S —(K+ 9-A

Puisque par définitior e  sont deux réels positifs, le polyndbme caractéristigue
admet deux racines réelles = JK*+2KS @ = —JK°+2KS . Le polynomg) se
factorise alors de la fagon suivanteA) = (A\—a,) (A —a,) . Les vecteurs propres asso-
ciés aux valeurs propres vérifient respectivement les équations suivantes:

O
[+ oK< 0 OgUO
(M—a,ld)e, = GK*S=VK+2KS =S xg=0%g (4.18)
0 s —(K+9-JK2Z+2ksyD HoQ
O
T 0 OpO
(M—ald)e, = K+ S*/K+2KS -5 xg=0%g (4.19)
0 S —(K+ 9+.Jk2+2ksHyH 00O

On en déduit que les vecteurs propegs  associés a la valeur propre  Vvérifient I'équa-
tion (K +S-./K?+2KS)x = Sy, et que les vecteurs propres vérifient pour leur part
(K +S+./K2+2KS)x = Sy. Choisissons deux représentants de ces ensembles:
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1 g

1 0

0

K+s—/Ke+2ksg € &=
S 0

a
1= K+S+A/K2+2ng (4.20)
S d

o o o
o o

Pour alléger I'écriture, on introduit, comme dans la littérature (voir [Jud75]p 429), les
constantem = K5 e = /-1 . A présent, on peut construire la matrice de passage
Vv dont les vecteurs colonnes sont les vecteyurs e, e¢ . admet une matrice inverse que
I'on notev™ . On donne leurs expressions en fonctioa de gt de

O O O O
v=p 1 1 g e v'i=ip @rbh-1p (4.21)
O(a=b) (a+b) O 2bg_(a-b) 10
A ce stade du calcul, I'expression de&g(x—x,)M] se simplifie considérablement
puisqu’on se raméne au calcul de I'exponentielle d’'une matrice diagonaleavet et
x = X.
O - O
exi(X—0)M] = vp SAA(X=0)] 0 v (4.22)
O 0 exffo,(X-0)] O

:Vgexqbsm 0 %v‘l
O 0 exg-bsSX O

La forme donnée dans I'équation (4.22) est compacte et simple a manipuler. Elle mon-
tre que la formulation matricielle autorise une manipulation plus aisée de notre pro-
bleme. Pour faire le lien entre cette expression et le formulaire classique lié au modéle de
Kubelka et Munk, développons le produit matriciel de (4.22).

Ot y O

exdXM] = 0" " O= (4.23)
Ovw0O

i% (a+ b)exgbSX — (a— b)exf—bSX exg—bSX] — exgbSX g

2bp exgbSX — exg—bSX] (a+ b)exg—bSX —(a—b)exgbSX O

En substituant les coefficients de la matrice (4.23) dans la relation (4.14) et en effec-
tuant le calcul de I'expression (4.16), on retrouve la solution générale du modeéle de
Kubelka et Munk telle qu’elle a été introduite au paragraphe 3.5.5. La mise en facteur au
numérateur et au dénominateur des termes exponentiels fait apparaitre la fonction cotan-
gente hyperbolique:

_ exffbSX —exg—hSX] + ((a+ b)exd—hSX —(a—b)exgbSX)R,
(a+b)exghSX —(a—b)exg—bSX + (exd-bSX| —exghSX)R,
_ 1-Ry(a—bcot{bSX)
a—R,+bcot{bSX

(4.24)
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A présent, nous sommes en mesure de reconstruire 'ensemble du formulaire lié au pro-
bleme de Kubelka et Munk sur la base de la formulation matricielle. 1l suffit de consideé-
rer dans chaque cas la forme patrticuliere que prend la relation (4.23). Un cas intéressant
est celui de la couche d’épaisseur infinie. Lorsque  devient trés grand, les termes
exg-bSX vont tendre vers O puisque et sont des quantités positives. La relation
(4.23) s’écrit alors:

quXM]:i%(a+b)eXQbS)q -exfbSXY g (4.25)
2bg  exibsSX —(a-b)exibSX O

Pratiguement, une couche est considérée d’épaisseur infinie si le flux descendant de
lumiére est nulle erx = 0 , d’ou la conditioo) = 0 j@ =0 ). En introduisant ceci et
I'expression (4.25) dans I'équation (4.14), on aboutit a:

—(a—bjexgbsX _ . . _..K [k’ K
~oxibSX =a b-1+S 52+25 (4.26)

Roo:

w
u
qui est I'expression de la réflectance d’'une couche infinie (voir [Jud75] p. 423), plus con-
nue sous la forme donna@t en fonctiorRje

(1-R,)?
2R,

K
3 (4.27)
Notons encore deux autres cas importants dans le cadre de la théorie de Kubelka et

Munk. Dans le premier, la réflectance du support est reyjle o . L'équation (4.24) se
simplifie et donne la réflectance notége

_ exgbSX — exg—bSX _ 1
Ro = (a+b)exgbSX —(a-b)exj—bSX] = a+ bcot{bSX

(4.28)

Dans le second cas, on désir connaitre la réflectance rptée  lorsque le support est un
réflecteur diffus parfait; = 1 ):

R = exdbSX —exi-bSX] +(a+b)exq-bSX - (a-b)exiibSX
17 (a+b)exdbSX —(a—b)exd—bSX + exd—bSX] —exibSX

_1-a—-bcot{bSX

~  a+bcot{bSX

(4.29)

La formulation matricielle a permis de recalculer les équations de Kubelka et Munk en
faisant appel a des techniques algébriques simples et bien connues dans la littérature. En
particulier, on s’est affranchi de lourdes manipulations d’analyse mathématique. Rete-
nons de ce paragraphe la méthodologie en quatre étapes: la mise des équations sous
forme matricielle, la diagonalisation de la matrice, le calcul de I'exponentielle de matrice
et le regroupement des termes conduisant au résultat final. Nous I'avons appliquée a un
cas simple afin de bien saisir toutes les articulations du raisonnement. Cette démarche
sera réeutilisée a plusieurs reprises par la suite.
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4.3 Systeme d’équations différentielles a coefficients variables

Jusqu’a présent, nous avons toujours considéré un systeme d’équations différentielles
homogénes du premier ordre a coefficients constants. En pratique, les coefficients sont
tres souvent eux aussi des fonctions de la variable d’intégration. L'objet de ce paragraphe
est de présenter un certain nombre de méthodes permettant de résoudre ces cas. Malheu-
reusement, la solution générale ne s’exprime pas de facon simple. Il faudra souvent faire
appel a des hypotheses simplificatrices.

4.3.1 Le produit intégral

Introduisons la notions de produit intégral (voir [Ave91] pp. 59-61). Boit  une appli-
cation d'un intervallel sur 'ensemble des endomorphismes d’'un espace veetoriel
A:l - EndE). Soit o une subdivision de lintervalle= [uv] en  sous intervalles par
les pointsu = x,<x,<...<x, = v . On construit alors la fonctigxtx)  qui prend la valeur
A; = A(x) surlintervalle [x;_,, x[ pourl<i<m . On appelle produit intégral de la fonc-
tion en escalieA(x) sur l'intervalle la matrice:

Pi:('&) = eXH(Xn—Xm_1)Apl - eXd (X =X _1)A] ... exfd(Xy—Xp)Aq] (4.30)

Le produit matriciel n’étant pas commutatif, I'ordre des exponentielles dans le produit
doit étre respecté. D’apres la littérature (voir [Ave91] p. 60), si la foncaipn est conti-
nue, la quantit@ﬁ;”(A) converge vers la méme limite lorsgue  tend vers l'infini et que le
plus grand des pasx = supgx,—x,_,] tend vers O, quelle que soit la subdivision de
I'intervalle 1 . On appellera cette limifgoduit intégralde A(x) et elle sera noté&(A)

P/(A) = lim P"(A) (4.31)
Ax -0 0

A présent, on peut définir une fonction produit intégralade) Isur Ryay) . Cette
fonction posseéde des propriétés trés intéressantes:

« P(A) est inversible[P(A)] " = P/(-A) = PY(A)

» On a I'analogue de la relation de Chaslega) = Id et pour trois paints ,w et de
l'intervalle 1, on vérifieP(A) = PJ(A) [P (A) .

* Le produit intégral admet une dérivée par rapport a la borne supérieure:

d x _ X
S PR = AGIPA) (4:32)

Nous ne démontrons que la derniére propriété. Pour les autres, nous renvoyons le lec-
teur a [Ave91] p. 61. Tout d’abord rappelons que pour un scataire  petit et une applica-
tion A(x) continue, on aP}*"(A) = Id +hA(x) +o(h) . Partant de la définition de la dérivée
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d’une fonction, on fait apparaitre le termm&" "(a) grace a la relation de Chasles. Apres
simplification, on aboutit au résultat recherché.

d ox oy = o Pa (A)=PYA)
&P”(A) B Alino h

h
im (Px_(A) —1d)P(A)
h-o0 h

im (PAGI)PIA)
h-0 h

(4.33)

A()PY(A)

4.3.2 Théoréme fondamental

Soit le systtme d@ équations difféerentielles homogenes du premier ordre a coeffi-
cients variables:

O
B‘%yl(x) = a;00Y300 * 3200Y,00 * .. +2309Y,(%)
0
A = @00%,09 + 309y + . + 8503, s
0
0
E‘%yn(x) = (Y300 + 300500 + ... + 8 (0¥, (9
Mis sous forme matricielle, il s’écrit:
Dy = AKX (4.35)
dx '
ol y(x) est un vecteur dont les composantes sont les fonctions  A(xet la matrice

carrée d’'ordren  formée par les fonctioagx) de I'équation (4.34). Dans notre cas, les
fonctionsa;(x) sont toujours continues.

Le théoréme fondamental des équations différentielles linéaires homogénes (voir
[Ave9l] p. 61) affirme que I'équation (4.35) admet une unique soluti@x)
différentiable de classe! et vérifiant la conditior) = y, . Cette application est:

y() = P (A)Yo (4.36)
Ce résultat découle directement de la propriété de la dérivée du produit intégral donnée

dans I'équation (4.32). Remarquons que le calcul explicite du produit intégral n’est pas
trivial. Cela est di entre autres a la non-commutativité du produit matriciel.
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4.3.2.1 Cas des matrices qui commutent

Considérons le cas particulier dans lequel les matrigeg  A(st commutent pour
tout couple de pointgx,;,x,) dexl . Nous avons vu au paragraphe 4.1.1 que le produit
des exponentielles de deux matrices qui commutent est égal a I'exponentielle de la
somme de ces deux matricesxgA(x,)] exdA(x,)] = exd Ax;) + A(x,)] . L'expression du
produit intégral se simplifie alors comme suit:

P(A) = lim Py (A) (4.37)

A')in;‘ Oexﬂ(x_xm—l)Am] e exXA (G =X _ )AL - exd (X —Xg)A4]

A')ETOGXFI(X—Xm—l)Am*' e (=X )AL+ (X = X)Ag]

ex;{J’: A() dt}

ou Ax est le plus grand pas de la subdivision de l'intervalle

La solution de I'équation (4.35) avec la condition initiate) = vy, s'écrit alors:
V09 = exp [ AD]y, (4.38)

Notons le cas particulier d’'une applicati@rx) constante. La solution (4.38) redonne
apres simplification et mise en facteur la solution (4.3) qui a été étudiée au
paragraphe 4.1.

4.3.2.2 Cas des coefficients proportionnels

Analysons le cas particulier dans lequel tous les coefficients de la matxce sont de
la formea;(x) = b; f(x) . La fonctionf(x) peut alors étre mise en facteur et fait apparaitre
la matrice constant® dont les coefficients sontdgs . L'équation (4.35) se ramene
alors a la forme suivante:

d _
¥ = f(x)By(X) (4.39)
Cette équation admet pour solution:
y(x) = exp{BJ'x f(t)dt} Yo (4.40)

ouy(xy) =Yy, estla condition initiale.
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4.3.3 Systeme d’équations différentielles linéaires avec second membre

Dans la suite de cet exposé, nous serons amenés a résoudre des systemes d’équations
différentielles avec second membre. Ce paragraphe donne les principaux résultats et fait
un petit rappel de la méthode de variation des constantes. Les conventions de notation
sont les mémes que dans la partie précédente.

Considérons le systeme d’équations différentielles linéaires dont I'écriture matricielle
est:

Dy = ARY09 +b(¥ (@.41)

b(x) s’appelle lesecond membrée I'équation.

Cette équation admet une unique solutioryen veérifiant la condition initigle= vy,
(voir [Ave91] p. 65):

wwngwm+ﬂﬁmmmm (4.42)

La démonstration se fait de fagon classique par la méthode de variation des constantes.
On posey(x) = P (A)g(x) . Le calcul de la dérivee gi) donne, en utilisant la propriété
de la dérivée du produit intégral:

d _ x d
o™ = AKX PAIGN) + PQD(A)&Q(X) (4.43)
Lidentification de cette dérivée avec I'équation (4.41) implique = PﬁO(A)ﬂg(x)
Grace a l'inverse du produit intégral, la dérivéegie s’exprime en fonctioﬂ@e , de
PYA) et de la condition initialey, . Par intégration, on trouve I'expressiomy@e don-
née dans (4.44):
90x) = yo*‘J’X[Ptxc,('°~)]_ll3(t)0|t = Yo +LP1X°(A)b(t)dt (4.44)

En introduisant ce résultat dapg)  , on trouve la solution (4.42).

Notons que pour une matrige  constante, I'expression (4.42) se simplifie pour donner:
y(x) = exg(x—x)Alyo +J’Xer(x—t)A]b(t)dt (4.45)

et que, dans le cas particulier ou les matri@s commutent entre elles, on a:

yO) = exp{J’X);A(t)dt} Yo+ Ixzex;ﬁ'tx A(u)du] b(t)dt (4.46)
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Si les coefficients de la matriggx)  sont proportionnels, @@ = Bf(x) et la solution
s’écrit alors:

y(3) = exp{B Lx f(t)dt} Yo+ I:ex;{ BLX f(u)du} b(t)dt (4.47)

4.3.4 Méthode des perturbations

La méthode des perturbations a été développée au début du siécle par Henri Poincaré
dans le cadre de la résolution d’équations différentielles linéaires a coefficients variables.
L'idée sous-jacente est la continuité des solutions d’'une équation différentielle soumise a
de faibles perturbations (voir [Hir74] pp. 304-318). Les démonstrations mathématiques
sont volontairement laissées de coté. Elles apportent peu a la compréhension de nos pro-
blémes et elles se retrouvent facilement dans la littérature.

La méthode des perturbations se compose de trois étapes. Tout d’abord, on transforme
le probleme original en introduisant un petit parametre . Puis, on cherche une solution
qui s’exprime sous la forme d’'un développement en série suwant , et on calcule les
coefficients de cette série. Finalement, on revient au probleme original en faisant la
somme des termes de la série et en choisissant judicieusement la valeur de  (voir
[Ben78] p. 320).

Nous voulons trouver une solution du systeme (4.34) d’équations différentielles homo-
gene a coefficients non-constants. Nous ne rappelons que son écriture matricielle:

d o
S0 = AR (448)

Afin d’appliquer la méthode, il faut pouvoir décompoex) en somme de deux matri-
ces constantes multipliées par des fonctions de la vasable

A(X) = Bf(x) + Cg(X) (4.49)
ou le second terme est petit devant le prem@gx)| « B f(x)|

Siles matrice8 et commutent, 'équation différentielle (4.48) admet, pour la con-
dition initiale y(x) =y, , une unigue solution que I'on déduit du théoreme fondamental
énoncé au paragraphe 4.3.2:

y(¥) = exp{B _[:0 f(t)dt + C X);g(t)dt} Yo = ex;{B X); f(t)dt} exp{c X);g(t)dtJ Yo (4.50)

Etudions a présent le cas ou les matrises Cet ne commutent pas. Rosons , un réel
de trés petite valeur absolue vérifiajtk) = £g(x)  , et cherchons une solution de I'équa-
tion (4.48) de la forme:
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y(¥) = Z e'yi(%) (4.51)
i=0

Notons queyy(x) désigne la premiére fonction du développemeyikpe aloygque  est
la valeur de la fonctiory(x) enr, . Sil'on remplace I'expression (4.51)yge dans
I’équation différentielle (4.48), on obtient:

T €030 = (BF(X) +£CE09) Y €0 452
i=0 i=0

En identifiant les coefficients des de méme puissance, on aboutit a une série d’équa-
tions différentielles linéaires du premier ordre liées entre elles de facon récurrente. La
premiére, issue de I'identification des coefficientgtle , est une équation homogeéne; tou-
tes les autres ont un second membre.

Dy = BRI @59)
D100 = BIYL0 + B9V (4.5
D30 = BIYI09+ CRY; 19 (@.59)

D’aprés les résultats (4.40) et (4.47), les equations (4.53), (4.54) et (4.55) admettent
respectivement pour solution (4.56), (4.57) et (4.58)upulu, , u; et dépendent des con-
ditions initiales.

YolX) = exp{B IX f(t)dt} Ug (4.56)

vy, = exp{B " f(t)dt} uy + Xexp{ BIXf(u)du} CH(Dy (D) dt (4.57)
XO X0 t

yi(x) = exp{B " f(t)dt} U + J'Xexp{ Bff(u)du} CoM)y, _ (Ot (4.58)
XO X0 t

Le respect de la condition initialgx) =y, imposg=y, w0  pourtout diffé-
rent deo . On aboutit finalement a une forme simplifiée des équations précédentes. La
solution de notre probleme s’écrit donc:
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yo) = S eyil (4.59)
i=0
avec
yo(X) = exp{B XX f(t)dt} Yo (4.60)
Vit = [ ex B[ fe)d] Yo (4.61)
V(9 = [ exB[ 1] Caoy, 0t (4.62)

4.4 Application au probleme de Kubelka et Munk généralisé

Au paragraphe 4.2, nous avons étudié le probleme classique de Kubelka et Munk en
usant de la formulation matricielle. Tout au long de cette analyse, les coefficients de dif-
fusion s et d’absorptionk ont été supposés constants. La pratigue nous enseigne que
I'on a plus souvent a faire a un gradient de ces coefficients (voir [Mos91] p. 127-134).
Les coefficientsk et deviennent alors des fonctions; on appelle cela le probléme de
Kubelka et Munk généralisé. Les premieres études ont été menées par Kubelka
([Kub54]) et ne traitaient que le cas ou les coefficients d’absorption et de diffusion sont
proportionnels. Récemment, Mandelis et Grossman ont proposé une approche basée sur
la méthode des perturbations ([Man92]). Cependant, leur développement mathématique
était accompagné d’'un lourd traitement algébrique, comme le soulignent les auteurs dans
I'article: “... Following some tedious algebraic manipulation ...".

Ici, nous allons approcher le probleme de Kubelka et Munk généralisé par la méthode
des perturbations, en introduisant la formulation matricielle qui nous permettra de con-
tourner les lourdeurs mathématiques.

L'équation du probleme généralisé s’obtient en remplacant dans I'équation (4.13) du
probleme classique les coefficiemts set par les foncticms  S(xet . En admettant les
mémes conventions qu’au paragraphe 4.2, on aboutit a I'équation (4.63) que I'on veut
résoudre:

= X
I o o |

- gS+KK  -S HHIF (4.63)
0 S® ~S3+K®)00j0

I o
gle gl

Ce systeme s’écrit également:
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04 O
USE (07 o O 0440 0; O
gd0= 151 0 +0t tosy|m' O (4.64)
bdig [00-10 01-10 0j0
Odx O
o Oy O O O 0,_40
Pour simplifier I'écriture, posongx) = 0'®W g =01 %97 st=ngl-1g
0jx) O 00-10 01-10

On introduit également les fonctiosgx) = J’OXS(t)dt Kek) = IOXK(t)dt

e L. Dix,) O o
La condition initiale s’écrity(x,) =y, = %'.((XO)) E . Comme au paragraphe 4.2, on intégre
1Xo

I'équation différentielle entre, = 0 et= X

4.4.1 Milieux a comportement diffusant dominant

Etudions le cas dans lequel IaNdiffusion domine I'absorptiar) (« (¥ ) et introduisons
le parametre en posaki{x) = eK(x)

00

On cherche une solution de la forme) = > gy, (X) , ouEx) sont données par les
équations (4.60), (4.61) et (4.62). i=0

Dans ce cas particulier, la matriee  est nilpotentes‘as 0 . Le calcul de I'exponen-
tielle de matrice (voir la définition (4.4)) se simplifie considérablement puisque:

X X
exp{BJ’O S(t)dtJ = 1d+ B[ S(ot (4.65)

D’ou I'expression deyy(X)

x o) O
Yo(X) = Hd+B [, S(t)dt% ;((8)) 0 (4.66)

(d+85x)01O o
0j) O

- Hi+s0 -sx) Hio 5
0 S(X) 1-S(X)Mmjo) O

Par récurrence, on peut construire les autres fonggjpfs
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X ~
yai(X) = IOGXFIB(S(X) — S(1))] K (D)yo(t)dt (4.67)

= Ix(ld +B(S(9) - S1))CROyolt)dt
0

_ IX% +S(X)=S([t) S(X)-S(t) ER OyoHyct
o0 S(X)-S(t) S(X)-S(t)—10

- ngl+8(><)—sa) S(X)=SO [H1+S09 S0 Ky g
o0 S(X)-S(t) S(X)-S(t)-11 S(X) 1-S(X)O 0j) O

X ~
yi(X) = J'O(ld +B(S(X) - S(1)))CK(b)y; _4(B)dt (4.68)

- IX%H S(X) =St S-SO Fayy. et
00 SX)-S(t) SX)-SH-10 '~

En général, on confie ce calcul a un logiciel mathématique qui dispose de routines suf-
fisamment puissantes pour opérer les intégrations et calculer les exponentielles de
matrice. La précision de I'approximation g&x)  dépend du nombre de fonaggjens
calculées. Dans [Man92], les auteurs affirment qu’en pratique on peut se limiter aux
deux premiers termes du développement en sérig,(8p#y(X) + gy,(X)

Dans chacune des fonctioggX) données par (4.66), (4.67) et (4.68), le vegteur
peut étre mis en facteuy(X)  s’écrit alors sous la forme d’'une série de matrices
multipliée pary, , d'ou:

y(X) = Ei_(x) E= %zsiYi(X)EEyo = %t(x) u(x) EEH i_(o) E (4.69)
OjXx) O = a Ov(X) w(X) O Oj(0) O

Pour retrouver une relation entjex) &K) comme au paragraphe 4.2, on opére le
produit matriciel dans I'équation (4.69), et on regroupe les expressions des deux compo-
santes obtenues grace a la conditifgn) = R;i(0) imposée par la réflexion du support.
Il en résulte une généralisation de I'équation (4.15) du cas classique:

_ V(X) +W(X)R,

jX) = m 0(X) (4.70)

4.4.2 Milieux a comportement absorbant dominant

On se place a présent dans le casspi«K(x) auquel on applique la méme démarche
que dans l'étude précédente. Pos®8$ = £S(x) . Ici le calcul de I'exponentielle de
matrice est également trés simple puisque la matrice  est diagonale:
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X O O
dtl = exg K(X)] 0 .
eXF{CJ-o K IJ % 0 exg—K(X)] E @

On en déduit aisément les expressions des fonctions du développgmeﬂtz elyi(X)
i=0

Yo(X) = DerK(X)] 0 %i(O) g
O 0 exg-K(X)] @0 O

(4.72)

xQ O -
) = (" HexiK(X) - K] 0 4 _
0= 5 0 ek - kot YO “r

ngean(X) K(®)] ~exr K(X) ~ KO 551y oty
0o Dexg K (t) — K(X)] —exg K (t) — K(X)]O0

- ngeanK(X)—K(t)] ~exii-KO]  Egpyar g © g
od exgK()] —exfg K(t) —2K(X)]O 0jo O

o) = [ HexiK(X) - K®)] —exK(X) - K1) d _
Y .[o Cexg K (t) — K(X)] —exd K(t) — K(X)]%S(t)y' Oat @79

De méme que dans le cas précédent, le vectgur  peut étre mis en facteur et alors la
solution se met sous la forme de la relation (4.69), avec les fongt®nu(X) , v(X) , et
w(X) appropriées. Apres le regroupement des termes grace a la conddienR,i(0) ,
on aboutit a un résultat semblable a I'équation (4.70).

4.5 Remarques finales et principaux résultats

Nous venons de mettre en place une nouvelle formulation mathématique basée sur
I'algebre linéaire. Son premier avantage réside dans l'allégement des notations, le second
est l'ouverture des problemes aux puissantes méthodes de résolution de systémes
d’équations différentielles linéaires. Grace a la notation matricielle, I'intégration des
équations différentielles linéaires a coefficients constants se ramene au calcul d’'une
exponentielle de matrice. Dans le cas de coefficients variables, la méthode des perturba-
tions conduit a des solutions facilement calculables par un ordinateur.

La puissance de la nouvelle formulation et des méthodes de résolution qui s’y ratta-
chent a été illustrée dans le cadre des problémes de Kubelka et Munk. Leur traitement
classique était toujours accompagné de longs développements algébriques; la nouvelle
notation matricielle a considérablement simplifié les étapes du calcul.
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Dans les chapitres suivants, nous verrons que cette formulation s’applique également a
des modéles plus sophistiqués tels que ceux a flux multiples et ceux intégrant la fluores-
cence. Notre cadre mathématique est en mesure de rendre compte des situations trés
complexes rencontrées dans ces modeles. En pratique, cela se traduira par une augmenta-
tion de la dimension de la matrice carrée des coefficients des équations différentielles.
Les notations et le calcul a effectuer resteront les mémes, ainsi toute la difficulté du pro-
bléeme est laissée a I'ordinateur qui devra traiter des matrices plus grosses. L'utilisateur
libéré des difficultés calculatoires pourra concentrer son attention sur la modélisation
sans risquer de se perdre dans des traitements algébriques inextricables.
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swemres EXtENSION du modele classique de
Kubelka et Munk

Le modele classique de Kubelka et Munk doit son succes a la qualité de ses prédictions
ainsi qu’a la simplicité des relations qui en découlent. Mais la difficulté des traitements
mathématiques et le manque de puissance de calcul informatique ont longtemps freiné
voire empéché d'aborder des questions posées par les concentrations élevées, les
réflexions multiples et la fluorescence. Grace a la formulation introduite au chapitre 4,
nous integrerons ici dans le cadre d'un modele a deux flux tel que celui de Kubelka et
Munk, les principales méthodes utilisées pour traiter ces problémes. Par souci de clarté,
la matiere est introduite par un modele a un flux et I'exposé se termine par une ouverture
sur les modeles a flux multiples.

5.1 Milieux a forte concentration

Par hypothese, la loi de Beer ne s’applique qu’aux milieux a faible concentration dans
lesquels on néglige linfluence réciproque entre les centres d’absorption (voir
paragraphe 3.2.2). De plus, le coefficient d’extinction et la concentration sont traités
comme des constantes lors de l'intégration de la forme différentielle de la loi (voir
paragraphe 3.2.2). Ces hypothéses fondamentales sont mises en défaut lorsqu’on s’inté-
resse a une encre imprimée sur un papier glacé ou un transparent. La technologie de ces
supports veut que I'encre soit maintenue dans une couche réceptrice proche de la surface
(voir paragraphe 2.1). Une analyse plus fine au microscope confocal nous a montré que
la concentration de colorant de I'encre varie fortement a l'intérieur de la couche récep-
trice. Cela conduit a des concentrations locales tres élevées mettant en défaut la loi de
Beer. Pour résoudre ce probléme, nous allons proposer une extension de cette loi, tout en
restant dans le méme cadre mathématique.

5.1.1 Nouvelle interprétation du coefficient d’extinction

Considérant la forme différentielle de la loi de Beer (voir I'équation (3.5)), nous suppo-
serons le coefficient d’extinctiog() et la concentratton comme des grandeurs variant
avec la position dans le miliex . L'absorption d’un liquide par un solide poreux cause
trés souvent un gradient de concentration. Il est donc raisonnable de considérer comme
une fonction de la positior . Le coefficient d’extinction, par contre, représente une pro-
priété de la substance absorbante. Il faut donc revenir a la signification de la grandeur
g(\) pour justifier notre hypothese.

Le phénomene d’absorption s’étudie sous I'angle d’un probleme balistique dans lequel
les projectiles sont des photons. Ces derniers peuvent étre arrétés par les substances
absorbantes qui se comportent comme des obstacles. Plus la section de I'obstacle est



72 Chapitre 5: Extension du modéle classique de Kubelka et Munk

grande, plus la probabilité d’'interception est élevée. Le coefficient d’extination
s’interpréte physiquement comme une section efficace qui dépend de la forme géomeétri-
gue des éléments absorbants et de leurs orientations dans I'espace.

Lorsqu’on a de faibles concentrations, les €éléments absorbants sont suffisamment éloi-
gnés les uns des autres pour qu’il n'y ait pas d’interaction. C’est pourquoi dans le cadre
de la loi de Beer, les éléments absorbants de deux tranches infinitésimales successives
sont considérés comme indépendants. Si le milieu est homogene, les éléments absorbants
n'ont pas d’orientation privilégiée, et le coefficient d’extinction équivaut a la moyenne
des sections efficaces pour toutes les orientations d’un centre d’absorption isolé.

En augmentant la concentration des éléments absorbants, leurs interactions croissent et
conduisent a une organisation du milieu. Il n’y a pas de regle générale pour le comporte-
ment qui varie d'une substance a l'autre. Il peut se former des agrégats qui sont des
empilements réguliers du méme élément, ou a I'oppose, les éléments peuvent se repous-
ser mutuellement pour occuper au mieux I'espace. On rencontre généralement une confi-
guration intermédiaire a ces deux cas extrémes.

(b) (©)

1
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00000000000 10°6%0%%0%6%0% % %"
0000000080000 0%6%0%%"0%6%e%e% %%
I. o0 00000000 I.......................
! o 90000000000

I F XN EENENNEN] .ooooo.oo.oo.oo.o
1900000980000 [10%%2% "% %% %% %

Figure 5.1: Superposition de tranches infinitésimales (a) dans le cas indépendant (vérifiant la loi
de Beer), (b) dans le cas de la formation d’agrégats et (c) dans le cas de I'occupation maximale.

La figure 5.1 illustre trois cas en présentant la disposition des éléments absorbants de
deux tranches infinitésimales successives. On constate que les agrégats (b) présente la
plus faible section efficace alors que la configuration d’occupation maximale de I'espace
(c) présente la plus grande. Si 'indépendance des tranches reste garantie, comme pour la
configuration (a) dont la section efficace est intermédiaire a celle des autres configura-
tions, la loi de Beer reste vérifiée.

Pour tenir compte de ces différents comportement, nous proposons d’introduire dans le
modéle de Beer un coefficient d’extinction dépendant de la concentration) . Puis-
gue la concentration peut également dépendre de la position , la forme différentielle de
la loi de Beer modifiée s’écrit:

dl = —-In10¢c(x) (A, (X)) I dx (5.1)
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ou | est l'intensité du flux lumineux incident @t sa variation sur l'intervalle . La
résolution de cette équation différentielle ne présente pas de difficultés. Il suffit que la
fonction c(xe(\, c(x) soit intégrable (voir [Bro97] p. 390). On aboutit alors a la solution:

X
1(X) = 1(O -In10 A, d 5.2
() = 1(0) exg -In10[” c(9e(h, o)X 52)
qui donne également une nouvelle expression pour la densité du milieu:
X
D= J’ c(Xe(, c(X))dx (5.3)
0

L'équation (5.2) fournit une solution au probléme des concentrations élevées a condi-
tion de connaitre la fonction résultant du prodiys(A, c(x) . Dans les mélanges de plu-
sieurs substances, des molécules de nature différentes interagissent et modifient leurs
coefficients d’extinction. Pour tenir compte de ce facteur, I'équation (5.2) est modifiée en
introduisant une fonction de mélange . La nouvelle relation s’écrit alors:

X
I(X) = 1(0) ex;{—ln lOJ'0 (ci(g1(A, c1(X), (XA, Co(X)), ..., cn(x)sn()\,cn(x)))dx} (5.4)

La fonction  caractérise les déviations vis-a-vis de la loi de Beer et généralise la
notion de coefficient d’extinction. Une telle fonction raméne dans notre cadre mathéma-
tique tous les systémes présentant de fortes concentrations de substances qui interagis-
sent. Dans le cadre de cette recherche aucune fonttion n'a été mesurée ou calculée. Ce
travail devra faire I'objet d’une autre étude. Lintroduction des fonctions de mélange sert
avant tout a montrer la puissance de notre formulation mathématique et ses possibilités
d’extensions.

5.1.2 Application au modele a deux flux

La nouvelle formulation introduite au chapitre 4 permet de traiter le cas des milieux a
coefficient d’absorptiork(x) variable. Rappelons que pour un éclairement diffus de type
lambertien, le coefficient d’absorption de la théorie & deux flux correspond a deux fois
celui donné par la loi de Beer (voir paragraphe 3.5.5). La relation (5.4) nous permet de
relier la fonction de mélange au coefficient d’absorption:

K(X) = 2In10 Z(cy () (A, (X)), C()EA, C(X), ..., CXEN, (X)) (5.5)

2In10 (%)

L'expression (5.5) introduite dans le systéme d’équations (4.63) constitue une nouvelle
modélisation des milieux a forte concentration. En I'absence de diffusion, on se retrouve
dans le cas d’'un systéme a coefficients proportionnels (voir paragraphe 4.3.2.2), d’ou la
solution:
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0. 0 0_x 0
318 = exprt OH 21n 10Z(x)dx| O
0j0 D —17o 0

i O
: log (5.6)
J O

Jo

Pour un substrat de réflectaneg et aprés regroupement des termes, la réflexion du
milieu est donnée par la relation:

R = —J— = exp[—4|n 1OIXZ(x)dx}R (5.7)
i 0 9

Dans le cas d’'un milieu diffusant, il faut reprendre le calcul par la méthode des pertur-
bations comme indiqué au paragraphe 4.3.4.

5.2 Modélisation des réflexions multiples

Nous avons vu au paragraphe 3.4 que les réflexions multiples de la lumiére dans les
couches transparentes des papiers de qualité photographique (voir paragraphe 2.1.1) sont
a l'origine de non-linéarités dans I'addition des densités. Pour mieux comprendre les
déviations par rapport a la loi de Beer, considérons un diffuseur parfait en contact opti-
que avec une couche transparente d’'indice de réfraetion  (voir figure 5.2). Un rayon
lumineux en incidence oblique sur un tel systeme sera soumis a une réflexion en surface
rs, avant de traverser le dioptre et de changer de direction suivant la loi de Descartes-
Snell. Aprés avoir traversé la couche transparente, le rayon atteint le réflecteur diffus qui
renvoie la lumiére dans toutes les directions du demi-espace supérieur. La lumiere tra-
verse alors une seconde fois le milieu transparent avant d’atteindre la surface. D’apres les
lois de Fresnel (voir paragraphe 3.3.1), chaque passage du dioptre s'accompagne d’une
réflexion partielle. De plus, les rayons ayant une incidence supérieure a un anglglimite
sont soumis a une réflexion totale. La valeurgle est calculé par la loi de Descartes:
nsin = n,,sin(tv2) = 1. Ainsi une grande partie de la lumiere émergente est renvoyée
en direction du diffuseur et ce processus se reproduit plusieurs fois. La lumiére parcourt
ainsi une distance plusieurs fois supérieure a celle prévue par la loi de Beer.

Le phénomene avait été analysé par Williams et Clapper au début des années cinquante
(voir [Wil53]). Leur étude se basait sur des résultats antérieurs de Judd (voir [Jud42]) qui
avait calculé les facteurs de réflexion interne et de surface pour toute une gamme d’indi-
ces de réfraction. Le facteur de réflexion interne correspond en fait a la moyenne des fac-
teurs de réflexion, ,(6) donnés par les relations de Fresnel pour une incidence interne
d’angles (voir paragraphe 3.3.1.2). Sous I'hypothése d’un éclairement diffus respectant
la loi de Lambert, la moyenne des,(6)  doit étre pondéree par par l'intensite relative de
la lumiére dans la directioa  (voir paragraphe 3.3.2). Le coefficient de réflexion interne
moyenr; est donné alors par:
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2 101
[[Bn®F5p0

[ = . = J’E(rnyl(e) Csin20)de (5.8)
210l 0
[ et

0

Le calcul de la réflexion de surface  en éclairage diffus se fait de fagon similaire en
rempacant, (6) par, (6) dans la relation (5.8).

Air

Milieu transparent
d’indice de réfractiom

Substrat réflecteur
diffus

Figure 5.2: Réflexions multiples dans la couche transparente du papier.

Ainsi, pour le revétement de gélatine photographique d’indice de réfrastion.53 ,
61.4% de la lumiére émergente est renvoyée vers le substrat par réflexion interne. La
combinaison de cet effet et de la réflexion en surface est la cause des non-linéarités

observées sur papier.

j
000000000

i rel (1-r)iX)
Dioptre
"\I'/Irigﬁgparent (1-r9li l rii(X) Y i(X)

i o o o o o o
i(X)

Figure 5.3: Bilan des flux incident et émergent du dioptre.
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Pour introduire l'influence des différentes réflexions dans la formulation matricielle
établie au chapitre 4, il faut modéliser le dioptre par une matrice opérant la conversion
entre les flux incident et émergent au-dessus du dioptre et les flux incident et émer-
gentj, sous la surface du dioptre. Pour cela, on procede a un bilan des flux au niveau du
dioptre (voir figure 5.3).

Le bilan des flux conduit au systeme d’équation suivant:

gdX) = (L=rg)i +r;j(X)
o. ) (5.9)
O =rsi+(1-r)jX)

ou rg est le coefficient de réflexion en surface,et le coefficient de réflexion interne du
milieu pour un éclairement diffus. Si 'on met le systéme (5.9) sous forme matricielle, on
obtient:

0 ~ 0
0_1 Ti 0
00 O1—r 1—r 15 O
go=0 T mE 510
r r.r
J 0 s E;l_ri_ |SE 1(X)
0l-rs 1-rs-Q

5.2.1 Dérivation de la correction de Saunderson

La matrice carrée de I'équation (5.10) caractérise le passage du dioptre et introduit
dans notre modélisation I'influence des réflexions multiples. Dans le cas particulier d’'un
milieu transparent purement absorbant en contact optique avec un réflecteur diffus par-
fait de réflectancer; , la solution du probleme de Kubelka et Munk est donnée par (voir
chapitre 4):

00F - Hexplkx] 0 [HiO) g
gjexyc o o exp[-KX] [11j(0) O

(5.11)

En remplacant I'expression (5.11) dans la relation (5.10), on est en mesure de calculer
la réflectance du systeme grace a I'équation (4.16):

R = L _ rS_'_(1—ri)(l—rS)Rgexp[—ZKX]
i 1-1;Ryexp[—2KX]

(5.12)

La relation (5.12) ainsi obtenue correspond a la correction de Saunderson pour les dis-
continuités d’indice de réfraction (voir paragraphe 3.4.2). L'équation n’est valide sous
cette forme que pour un éclairage diffus et un dispositif de mesure opérant une intégra-
tion sur I'ensemble de la lumiére reflétée.
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5.2.2 Dérivation de la correction pour une géométrie de mesure 45°/0°

La majorité des spectrophotomeétres utilisent une source de lumiére collimatée inci-
dente a 45 degrés avec un détecteur a 0 degrée, ou vice versa. Avec une telle géométrie, le
détecteur n’intégre pas la réflexion spéculairg< 0 ) et le trajet optique de la lumiere
dans la couche transparente est différent comme I'indique la figure 5.2. Avec un appareil
présentant une géométrie 45°/0°, la lumiére collimatée arrive sur le dioptre avec une inci-

dence de 45°. Le rayon réfracté fait alors un angte arcsif 1/ (n./2)] avec la normale a
la surface, otn est l'indice du milieu transparent, avant d’étre reflété de facon diffuse sur
le substrat. Puisque le rayon collimaté parcourt un chexiftosa) plus court que la

moyenne des rayons diffugX ), le flux descendant est multiplié par un facteur correc-
teur compensant I'absorption de la différence entre les deux trajets. De méme, a la sortie,
le détecteur récupére uniquement les rayons émergeant normalement a la surface qui ont
parcouru un chemin racourci d’'une distance . La encore, on multiplie lejfkyx par
un facteur compensant I'absorption. Le bilan des flux se modifie de la fagon suivante:

d
O0(X) = ex [ —_— X} +r. j(X
004 = exp =k %)
0 (5.13)
0 .
0 j = (Q-r)ex 1X)
: 5]
Détecteur
Source
collimatée y
Air 457
! -
Milieu a
transparent vl X
‘?\ \\ / /
Réflecteur

diffus

Figure 5.4: Chemin optique de la lumiére collimatée dans la couche transparente.

Sous forme matricielle, le systeme (5.13) s’écrit:

o 0
g8 = %exp[@cosa _1H<X] o eXp[ __1%( ]%'(X) i (5.14)
0j0 E 0 (1- f)eXI{KZXJ EDJ(X) 0

H 0

Le calcul de la réflectance avec la matrice de I'équation (5.14) combiné a I'équation
(5.11) aboutit a la solution de Williams et Clapper (voir [Wil53]) qui, pour un papier
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photographique couvert d’une gélatine d’indice de réfracticn1.53 et mesuré avec un
spectrophotometre 45°/0%1f(2cosn) -1 = -0.44 ), S’écrit:
_ (1-r;)Ryexp[-1.06KX]

R= 1-r;R exp[—2KX] (5.15)

La matrice de passage du dioptre de I'équation (5.14) se simplifie lorsque le milieu a un
caractere diffusant (coefficient de diffusiexz 0 ). Des le passage du dioptre, la lumiere
est supposée totalement diffuse comme dans le cas d’'un éclairage diffus. Il n’y a plus de
différenclze de chemin parcouru. La nouvelle matrice de passage est alors donnée par la
relation:

00 01 - i O
0O g

_ (5.16)
0j0 00 (1-r)@MjX) 0

Dans la pratique, le développement des calculs sera laissé a I'ordinateur.

Sur la base de I'équation (5.15), on peut construire la courbe de correspondance entre
la densité donnée en transparence par la loi de Beer et celle réellement observée en
réflectance sur le papier photographique (Rappelonskque  correspond a deux fois la
densité donnée par la loi de Beer). La gélatine servant de couche transparente ayant un
indice de réfraction de = 1.53 , elle induit, d’aprés les calculs de Judd (voir [Jud42]),
une réflexion interne dg = 0.614 . La figure 5.5 représente la courbe de correspondance
calculée pour ce type de papier et une géométrie de mesure de 45°/0°.

Dr

15F

05 |

Dy

0.2 0.4 0.6 0.8

Figure 5.5: Courbe de correspondance entre la densité en transparence et la densité en réflectance.

1. Attention, si la mesure s’opere a I'aide d’'une sphére d'intégration, on doit reprendre la matrice de I'’équation (5.10)
afin de comptabiliser la composante spéculaiye
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5.2.3 Réflecteur diffus et filtres Wratten

Pour illustrer nos résultats théorigques, nous avons appliqué le modéle a divers cas de
figure. Considérons un systeme constitué d’'un réflecteur diffus & base de sulfate de
baryum (BaSQ) que I'on met en contact optique avec plusieurs filtres Wratten a base de
gélatine fabriqués par la société Kodak. Le liquide utilisé pour effectuer le contact est le
dibromo-méthane d’indice de réfraction= 1.54 , proche de celui de la gélatine. Con-
naissant la transmittance d'un filtre jaune (Wratten No. 8), on peut déterminer la
réflectance du dispositif constitué de deux filtres jaunes du méme type mis en contact
optique avec le réflecteur diffus grace a la relation (5.15). Les réflectances calculées et
mesurées sont données par la figure 5.6.

0.8
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Figure 5.6: Spectres de réflectance mesuré (pointillés) et prédit (trait
plein) de deux filtres jaunes en contact optique avec un réflecteur diffus.

5.2.4 Superposition d’encres cyan et jaune

Une prédiction similaire est faite pour la superposition d’'une encre cyan et d’'une encre
jaune sur un papier pour impression jet d’encre de qualité. Connaissant la nature du revé-
tement transparent recouvrant le papier, il est possible de trouver son indice de réfraction
et de calculer les coefficients de réflexion spéculajre et de réflexion interne . Dans le
cas d’'une géométrie de mesure 45°/0°, I'indice de réfraction permet de calculer le coeffi-
cient de correction de I'absorption intervenant dans I'équation (5.13). Puis, en prenant
comme blanc de référence un revétement de sulfate de baryum, on mesure la réflectance
du papier non-imprimé. Par inversion de I'équation (5.15), on en déduit la réflectance du
supportr, . Apres avoir mesuré la réflectance de chacune des deux encres sur papier, on
détermine leurs spectres de transmission respectifs en inversant I'équation (5.15). Le
produit de ces spectres donne le spectre de transmission de la superposition. Finalement,
on obtient la réflectance de la superposition en introduisant ces résultats dans I'équation
(5.15). Le spectre prédit et le spectre mesuré sont donnés par la figure 5.7.
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Figure 5.7: Spectres mesuré (pointillés) et prédit (trait plein) de la superposition d’'une encre cyan et
d’une encre jaune imprimées sur un papier pour impression jet d’encre de qualité photographique.

5.3 Modélisation des substances fluorescentes en transparence

Le phénomene de fluorescence est tres particulier. Comme nous l'avons vu au
paragraphe 3.6, il introduit une dépendance entre différentes longueurs d’ondes. Il en
découle que les spectres de transmission ou de réflexion observés dépendent du spectre
d’intensité de la source de lumiere.

Nous allons présenter notre nouvelle extension du modele de Kubelka et Munk qui
integre la fluorescence (voir [Emm97]). Dans un premier temps, nous construirons un
modéle pour la transparence qui conduira a une méthode de prédiction & un flux. Dans un
second temps, nous passerons du modele a un flux a un modéle a deux flux que I'on
appliguera aux prédictions de la fluorescence sur papier.

5.3.1 Modéle théorique pour un milieu transparent

Considérons une couche infinitésimale d’épaisseur  d’'un milieu transparent qui con-
tient des molécules fluorescentes. On notspa le coefficient d’absorption spectrale de
la substance fluorescente@t son rendement quantique dans ce milieu. Dans le cas du
milieu transparent, on ne tiendra compte que de la lumiere qui se propage dans le méme
sens que la lumiére incidente, d’ou le nom de modele a un flux.
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® S @+ d

Figure 5.8: Absorption et émission des molécules fluorescen-
tes contenues dans une couche d'épaisseur infinitésimale.

Le flux de la lumiére incidente est soumis a une variatipn  qui présente deux com-
posantes. La premiéreg,(\) , estdue a I'absorption de la lumiére par les molécules fluo-
rescentes, d’apres la loi de Bouguer-Lambert-Beer et son extension pour I'éclairage
diffus: de,(\, X) = —(2In10)ce(M\) @\, x)dx . La seconde composanti,(A) , correspond a la
lumiére émise par fluorescence. Seule une fractton  de I'énergie absorbée dans la
bande d’excitatiom est réémise par les molécules fluorescentes sur I'ensemble de la
bande d’émission. On notg\) le spectre d’émission normalisé dont l'intégration sur
'ensemble du spectre donne 1. Etant donné que I'émission se fait de facon isotrope et
gue I'on ne tient compte que de la lumiere se propageant dans le sens de la lumiére inci-
dente, il faut diviser le rendement quantique par deux. Alors, la variation d’intensité due
a I'’émission est:

dg,(A, X) = %Df()\)D‘(ZIn 10)() col, x)dp}dx (5.17)
A

ou l'intégrale entre crochets multipliée pax  désigne la quantité d’énergie absorbée
dans la bande d’excitation. L'équation (5.17) permet de donner la forme différentielle qui
généralise la loi de Lambert-Beer:

do(A, ) = (2In10)c E[— M@, X) + % OF (M) {s(p)(p(p, x)du}dx (5.18)

Cette équation peut se simplifier puisqu’en pratique, nous découperons le spectre en un
nombre fini de bandes de largeaxr . Lintégrale se transforme alors en une somme finie
et on obtient la relation (5.19), ou I'indice parcourt 'ensemble des bandes du spectre.

do(A, X) = (2In10)c E[— M)A, X) + (—29 Of (M) ;s()\j)(p()\j, x)A)\}dx (5.19)
i

En écrivant I'équation (5.19) pour chaque bande, on obtient un systeme d’équations
différentielles a coefficients constants qui peut étre mis sous forme matricielle. Pour sim-
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plifier I'ecriture, posons; ; = s()\j)%f(hi)m\ . On obtient alors I'équation matricielle sui-
vante:

(5.20)
(P()\le)D
0O dx [0 0
0 0 0%’(7‘1’)‘)5
0 0 . . O
0 0 M 0
0 0 . M 0
S -
(p()\ivx)D— .
= . AL x)O
0O dx O %)(' )D
0 0 M . 0O
0 0 M 0
0 0 - [ 0
S o) -
-0 K, o1 ENITOA, X) T
%j(p(}‘nvx)lj nn-1 n
0 dx O

Puisque les photons émis par fluorescence ont une longueur d’onde supérieure a celle
des photons absorbés, orkg = 0 PALE A et par conséquent la matrice de I'équa-
tion (5.20) a une forme triangulaire. Notons que pour une substance non-fluorescente, la
matrice M est diagonale, et les éléments diagonaux correspondent aux coefficients
d’extinctions des bandes spectrales respectives.

est une matrice constante et le
®A, X) . Par conséquent sa solu-

L'équation (5.20) est du typ i’ =cMGd , OM
vecteur colonne dont les composantes SgN}, x)
tion générale est de la forme:

@(d) = exp(—Mcd) OP(0) (5.21)

comme démontré au paragraphe 4.1. Le vectsay

est le spectre de la lumiére inci-

dente etd(d)

le spectre de la lumiere émergent d’'une tranche d’épaisseur du milieu

fluorescent. La matric®

prend alors la forme suivante:

O o o
0 0
4 g
O O
0 O
U g
O O
M = 2In100 0 (5.22)
0 0
O O
O O
: ,
0 . . 0 0
D_Kn,l _Kn,j . . . : _Kn,n—l 8()\n) 0

Soitq le produit de la concentratian par I'épaisseur du mibdeu . Cette nouvelle gran-
deur a la dimension d’'un nombre de molécules par unité de surface. Aprés changement
de variable, la solution (5.21) s’écrit:
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®(q) = exp(-Mq) [»(0) (5.23)

Cette solution, de par sa similitude avec la loi de Lambert-Beer, généralise la notion de
densité et I'étend aux substances fluorescentes. Puisque la lumiére incidente est supposée
diffuse, la matricev correspond au coefficient de la théorie de Kubelka et Munk (voir
paragraphe 3.5.5). C’est pourquoi nous appellenans mdtice de densité de fluores-
cence

A partir de I'équation (5.23), on détermine la transmittance interne d’un film fluores-
cent d’épaisseutt  en calculant pour chaque bande spectrale le rapparteQ, 0) , oU
oA, g) eto, 0) sont les composantes respectives@e (@t

Comme nous l'avons vu au paragraphe 3.4.1, des réflexions multiples apparaissent
dans une lame a faces paralléles. Dans cette breve analyse, nous noterons la réflexion
moyenne lors du passage de l'air vers le milieu d’'indice

g, @00
r :IO %ln q_‘)ae%j =_[2(r1,n(9) [5in26)de (5.24)
2rLol 0
[, et

0

et E = exp(-Mq) I'exponentielle de la matrice. Dans le cas d’'un milieu fluorescent, la
somme des flux émergents est la somme des termes d’une suite géométrique:

O @) = (1-1)’EQI+(TE)*+... +(rE)™ +...) B»(0) (5.25)

Les milieux transparents couramment rencontrés, comme par exemple les matieres
plastiques, ont des indices de réfraction voisinsde 1.5 . La réflexion au passage des
dioptres est alors d’enviromo4 , ce qui implique= 0.0016 . La faiblesse de cette valeur
permet de simplifier I'équation (5.25) de la facon suivante:

@ (6) = (1-r)* [E 3(0) (5.26)

Cette approximation est similaire a celle proposée au paragraphe 3.4.1 pour les milieux
purement absorbants. De plus, si I'on mesure d’abm(@ = (1-r)2®(0) , le spectre du
milieu en I'absence des molécules fluorescentes, une équation encore plus simple
s’applique:

Py(a) = ELW'(0) = exp(-gqM) B3p'(0) (5.27)

ou M est la matrice de densité de fluorescence du milieu lorsque celui-ci contient les
molécules fluorescentes.
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5.3.2 Méthode de mesure des paramétres physiques

Pour déterminer une matrice de densité de fluorescence, quatre éléments doivent étre
mesurés: le spectre d’excitation, le coefficient d’extinctior) , le spectre d’émission
normaliséf(\) etle rendement quantiogQe . Dans la pratique, la concentration des molé-
cules fluorescentes dans les encres n’est pas connue, ce qui empéche de cgrnaitre
Néanmoins, d'aprés la loi de Beer, I'absorption est proportionnelle au coefficient
d’extinction, et son facteur de proportionnalité correspond a la grandeur introduite pré-
cédemment. Dans I'équation (5.23), la matrige est multipliéegpar , ainsi chaque
occurrence de(\,) est également multipliée gar . Or, ce produit correspond a I'absorp-
tion A(A) du milieu. Par conséquent, il n’est pas nécessaire de connaitre les valgurs de
et deg(),) d'un échantillon donné. On se contente de travailler relativement a I'absorp-
tion A(\) d’un échantillon de référence qui permet de poser:

A = ge(d) = gAR) (5.28)

ou g estle facteur de proportionnalitée ent@,)  Agk) . L'absorption de I'échantillon

de référence se mesure a l'aide d’un spectrophotometre. Cet instrument utilise un rayon
monochromatique collimaté qui traverse I'échantillon avant d’atteindre le détecteur. La
fraction de la lumiére émise par fluorescence passant la fente d’entrée du détecteur est
faible et ne cause qu’une erreur de mesure négligeable. Le coefficient de proportionnalité
résulte de la divisiom(\,)/ A(A) opérée dans une bande specetrale exempte d’émission
de lumiere.

Le spectre d’excitation se détermine a I'aide d’'un fluorimetre. Cette appareil dispose de
deux monochromateurs pouvant étre commandés indépendamment (voir [Per95] p. 202).
Le premier sert a générer un rayon monochromatique qui va exciter I'échantillon. La
lumiere émise par fluorescence est analysée a l'aide du second monochromateur. En
positionnant le second monochromateur sur la longueur d’onde du pic d’émission de la
fluorescence et en faisant balayer les longueurs d’ondes plus courtes au premier mono-
chromateur, on détermine la bande d’excitation responsable de la fluorescence. Le spec-
tre d’excitation correspond alors a la tranche du spectre d’absorption se trouvant dans la
bande d’excitation.

Le spectre d’émission est également mesuré a l'aide d’'un fluorimétre. Cette fois, le
premier monochromateur est positionné sur la longueur d’'onde donnant le maximum
d’excitation. Le faisceau monochromatique résultant produit une forte fluorescence dont
le spectre est mesuré a l'aide du second monochromateur. Pour éviter d’éventuelles
déviations due a une réabsorption de la fluorescence émise, les mesures sont opérées sur
des échantillons dont le maximum d’absorption est infériewr1a sur I'ensemble du
spectre A(\)<0.1 ). Ainsi, la lumiére émise par fluorescence n’est pas absorbée par une
autre molécule. Le spectre de fluorescence est normalisé en divisant le spectre mesuré
par la valeur obtenue par intégration sur I'ensemble du spectre. Par construction, I'inté-
grale du spectre normalisé vaut 1.
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Connaissant les spectres d’excitation et d’émission, on dispose des éléments nécessai-
res pour aborder la mesure du rendement quantique. La méthode utilisée se base sur une
mesure relative a une substance standard dont le rendement quantique est connu (voir
[Sca89] pp. 233-236). Afin de produire des résultats fiables, il faut choisir une substance
standard dont les bandes d’excitation et d’émission sont proches de celles de la substance
étudiée. On se référe pour cela aux tables des molécules fluorescentes standard données
dans la littérature (voir [OIm79]). Les deux substances doivent étres excitées par un fais-
ceau monochromatique a la méme longueur d’onde, de préférence au maximum d’exci-
tation, utilisant le méme fluorimétre qui mesure leurs spectres d’émissions. Les
rendements quantiques des deux substances sont alors liés par la relation (voir [Sca89] p.
234):

AR

ABFS ng

Qs (5.29)

e

Dans cette équation, I'indice  désigne la substance étudiée et l'irdice la substance
standard. La grandew  est I'absorption de la substance pour la longueur d’'onde de
I'excitation, etQ le rendement quantique. L'indice de réfraction du milieu contenant la
substance standarg et celui du milieu contenant la substance étudiée doivent égale-
ment étre pris en compte. La donnée  correspond a la quantité totale d’énergie émise
par fluorescence. Cette valeur se calcule en intégrant le spectre d’émission mesuré lors
de I'expérience. Pour éviter les erreurs de mesure dues a la réabsorption de la lumiéere
émise par fluorescence, il faut travailler avec des échantillons dont le maximum
d’absorption ne dépasse pas . Notons que le rendement quantique de la substance
standard et les deux indices de réfraction se trouvent dans la littérature.

Cette méthode de mesure du rendement quantigue  demande beaucoup de soin. Dans
certain cas, nous préférons utiliser une méthode de recherche numérique. Partant d’'une
valeur initialeQ = 0.5 , I'ordinateur recherche, par descente de gradient, la valeur du ren-
dement quantique qui minimise I'écart entre le spectre prédit et le spectre mesuré d’'un
échantillon de référence.

5.3.3 Résultats de prédiction du modéle pour transparent

Nous avons appliqué la théorie exposée au paragraphe 5.3.1 a la prédiction des spectres
de differentes encres fluorescentes déposées sur différents supports transparents. Les
spectres des échantillons étudiés furent mesurés et comparés aux spectres prédits par le
modéle. On disposait de trois encres: I'encre magenta utilisée par les imprimantes de
bureau du type HP 500 C et des encres jaunes et oranges de marqueurs fluorescents. Les
supports utilisés était également au nombre de trois. Il s’agissait de transparent pour
imprimantes a jet d’encre provenant de trois fournisseurs différent: 3M (CG3460), Epson
(S041063) et Sihl. Les élements nécessaires a la construction des matrices de densité de
fluorescence (spectres d’absorption, d’excitation, d’émission) furent mesurés pour les
trois encres. Le rendement quantique a da étre déterminé pour chaque combinaison
d’encre et de support. Dans un cas, il fut mesuré a l'aide d’'une substance de référence,
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dans les autres, on fit appel & la technique de recherche numérique par descente de gra-
dient.

Nous illustrons notre méthode par les résultats obtenus pour I'encre magenta sur trans-
parent 3M, dont le rendement quantique a été mesuré. Son spectre d’absorption donné
par la figure 5.9 fut mesuré a l'aide d’un spectrophotometre Variant (0.047 pour
A = 500nm). La bande d’excitation de cette encre s’étend de 450 a 600 nm, et sa bande
d’émission couvre les longueur d’'onde de 570 a 800 nm. La mesure du spectre d’émis-
sion a été faite a I'aide d’un fluorimétre Perkin-Elmer LS50B, le spectre trouvé est donné
par la figure 5.10. L'intégration du spectre émis dorge- 465.18 . Sur la base des don-
nées recueillies, le choix de la substance de référence s’est orienté vers la Rhodamine 6G
(voir figure 3.14) en solution dans I'éthan@y(= 0.88 ). Les indices de réfraction furent
trouvés dans la littérature: [Lid93] pour les solvants (éthago! 1.36 ) et [Bra89] pour
les polymeres tels que I'alcool polyvinylique= 1.5 . L'absorption de la solution de
référence a = 500nm est de, = 0.029 , et la quantité totale d’énergie émise lors de
I'excitation a cette longueur d’'onde est &g = 2450.6 . Par conséquent, le rendement
guantique mesuré a l'aide de la méthode décrite précédemment @st del22 . Dispo-
sant de tous les éléments, on construit la matrice de densité de fluorescence de I'encre
magenta avec des bandes spectrales de largetr10 nm couvrant domaine spectral de
A =300 Nnm ax = 830 nm, ce qui mene a une matrice de dimermigrs4
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Figure 5.9: Spectre d’absorptiodA'(A) de I'encre magenta.
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Figure 5.10: Spectre d’émission de I'encre magenta excité a 550 nm.
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Magenta| Jaune Orang

11°

Bande d’absorption (nm) 450-60p 310-520 310-380
Bande d’émission (nm) 570-80Dp 480-700 550-750
Rendement quantiqu@  sur transparent 3M 0.12* 0.15 0.6
Rendement quantiqu@  sur transparent Epson 0.p 0{8 0.5

0.3 0.6 06

Rendement quantiqu@  sur transparent Sik

Table 5.1: Bande d’absorption, bande d’émission et rendement quantique des combinaisons d’encre et de
support. Le seul cas mesuré est marqué par *; les autres combinaisons furent évaluées par un algorithme de
recherche numérique.

Les bandes d’absorption, les bandes d’émission et les rendements quantiques des
autres combinaisons d’encre et de support sont résumés dans la Table 5.1. Ces données
ont servi a construire les autres matrices de fluorescence.

Nous avons appliqué notre nouveau modele a la prédiction des spectres d’échantillons
de teinte uniforme. Pour chaque combinaison d’encre et de support, quatre échantillons
de densité différente furent préparés. Le facteur de proportionmalité a été déterminé en
comparant I'absorption de I'échantillon de référence avec celle de I'’échantillon étudié a
une longueur d’onde exempte d’émission luminescente. Les spectres furent mesurés par
transparence avec un spectroradiometre Oriel 77400 combiné avec une sphere d'intégra-
tion comme indiqué sur la figure:

Spectroradiométre Sphere d'intégration

Echantillon

——

Diffuseur —

Source tungsténe a halogene
Figure 5.11: Dispositif de mesure des spectres par transparence.
La source de lumiere est une lampe tungsténe a halogéne (voir [Des91] pp. 125-126)

munie d’un diffuseur de la société Light Source. Le spectre d’émission relatif de cette
source est donné dans la figure suivante:



88 Chapitre 5: Extension du modéle classique de Kubelka et Munk
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Figure 5.12: Spectre relatif de la source de lumiére tungsténe a halogéne.

Les exponentielles des matrices de fluorescence multipliées par leurs facteurs de pro-
portionnalitéq respectifs furent calculées numériquement par le loditaghematica
(voir [Wol91]). Les résultats sont illustrés dans la figure 5.13 par I'exemple d’'un échan-
tillon composé d’encre magenta déposée sur un transparent Epson. Le trait continu repré-
sente le spectre mesuré par transparence, les pointillés forment le spectre prédit avec
notre modele tenant compte de la fluorescence et les tirets donnent le spectre prédit par la
loi de Beer. Notons que les trois courbes se superposent presque parfaitement en dehors
de la bande d’émission de la fluorescence. A I'intérieur de celle-ci, le spectre mesuré ne
differe que faiblement du spectre prédit avec notre nouveau modele. La déviation
colorimétrique correspondant a cet écart eshHe= 1.92 dans I'espace CIELAB; alors
gue la déviation entre le spectre mesuré et le spectre prédit par la loi de Beer correspond
a un écart colorimétrique d& = 8.59

T

. |
N

0 nm
450 500 550 600 650 700

Figure 5.13: Spectre de transmission mesuré de I'encre magenta sur transparent
Epson (trait continu), spectre prédit par notre modéle tenant compte de la fluo-
rescence (pointillés) et spectre prédit par la loi d'absorption de Beer (tirets).
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EcartAE moyen

avec notre modéle EcartAE moyen

tenant compte de| avec la prédiction| Rendement
Type d’échantillon | la fluorescence | de la loi de Beer | quantique
Magenta sur 3M 1.22 1.54 0.12
Magenta sur Epson 1.83 7.08 0.5
Magenta sur Sihl 1.56 4.68 0.3
Jaune sur 3M 1.29 2.39 0.15
Jaune sur Epson 1.29 6.94 0.8
Jaune sur Sihl 1.52 6.24 0.6
Orange sur 3M 2.13 6.81 0.6
Orange sur Epson 1.44 5.16 0.5
Orange sur Sihl 1.84 6.70 0.6

Table 5.2: Déviations colorimétrigueAE  moyennes dans I'espace CIELAB entre spectres prédits et
mesurés. La moyenne est opérée sur quatre échantillons de concentration d’encre différente.

Pour tous les échantillons, les déviations colorimétriques ont été calculées dans
I'espace CIELAB et les résultats résumés dans la Table 5.2. Afin de mettre en évidence
la fluorescence, nous donnons la déviation moyenne de quatre échantillons pour chaque
combinaison d’encre et de support. La premiére colonne de chiffres indique les écarts de
notre nouveau modele, la seconde donne les écarts obtenus lorsque seule I'absorption
donnée par la loi de Beer est prise en compte. En analysant ce tableau, on constate qu’il
n'y a d’amélioration significative de la prédiction que pour les combinaisons a rende-
ment quantique élevé. Il faut remarquer que les encres magenta et jaune voient leurs ren-
dement quantique séverement réduit sur le transparent 3M. Cette observation se confirme
par I'observation directe: sur transparent 3M, les encres magenta et jaune sont moins
lumineuses. Par contre, I'encre orange n’a pas perdu son caractere brillant.

Notre nouveau modele étend le champ d’application de la loi de Beer et surtout du
modele de Kubelka et Munk aux encres fluorescentes. Connaissant le spectre d’absorp-
tion, le spectre d’émission, la bande d’excitation et le rendement quantique, on construit
la matrice de densité de fluorescence. Celle-ci permet de calculer le spectre de transmis-
sion d’'une encre fluorescente a différentes concentrations et avec différentes sources de
lumiére. En appliquant notre nouveau modéle au calcul des spectres d’échantillons réels,
on a une erreur de prédiction moyenneage= 1.5 , SOit une amélioratina de4 par
rapport a la loi de Beer.
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5.3.4 Superposition et mélange d’encres fluorescentes sur transparent

Les mélanges de substances ont généralement des comportements non-linéaires assez
complexes. Souvent, les nuages électroniques des especes chimiques interagissent et
modifient leurs fonctions d’'ondes associées. Cela conduit a un changement du spectre
d’émission des molécules. Une étude détaillée demanderait de procéder a un calcul de
mécanique quantique déterminant les nouvelles fonctions d’onde afin d’en déduire les
spectres d’émission modifiés. Ici, nous nous limitons au cas idéal ou aucune interaction
n'a lieu entre les substances fluorescentes.

Considérant deux substanceas Bt , trois cas de figure peuvent se présenter: la
lumiére traverse d’abord puBs , ou bien la lumiere traveyse puis , oumlors et
B sont mélangées et traversées simultanément. Chaque cas se modélise differemment et
conduit a une autre équation.

« Si la lumiére rencontre d’abord la substance  puis

D(da. ds) = exp(-Mgag) [exp(—Mad,) BP(0) (5.30)
* Si la lumiéere rencontre d’abord la substaBce puis

(0, A,) = exp(-MaQ,n) Lexp(—Mgdg) (P(0) (5.31)

* Si la lumiére traverse un mélange de Bet , on ramene le probleme a I'étude d’'un
milieu dont une couche d’épaisseur infinitésimale comporte les deux types de molécule
en proportions définies pay, & . Sous I'hypothése de substance® et n’ayant
aucune interaction (a rapprocher de la loi de Beer pour les mélanges vue au
paragraphe 3.2.2), on peut écrire:

OO
®(Qga, dg) = exp(—M,0,—MgQg) 0P(0) (5.32)

Dans le cas de matrices, ®i;  qui ne commutent pas, les résultats des trois équa-
tions (5.30), (5.31) et (5.32) different. Cette non-commutativité des substances fluores-
centes se confirme par I'expérience suivante. Considérons un filtre jaune idéal absorbant
toute la lumiere pour les longueurs d’ondes inférieures a 500 nm, et un filtre jaune fluo-
rescent de méme absorption dont la bande d’excitation se situe entre 400 et 500 nm et la
bande d’émission entre 500 et 600 nm. Une lumiere blanche incidente traversant d’abord
le filtre jaune et en suite le filtre fluorescent produira un rayonnement jaune. L'ensemble
de la lumiére pouvant exciter le filtre fluorescent ayant déja été absorbé par le filtre jaune,
aucune émission luminescente n’a lieu. Au contraire, si la lumiére blanche traverse
d’abord le filtre fluorescent, 'émission se produit et n’est pas arrétée par le filtre jaune.
Le rayonnement jaune résultant présente un exces de lumiére dans la partie verte du
spectre d0 a la fluorescence (voir figure 5.14).



5.4 Modele de fluorescence en réflexion pour papier 91

Source Blanche Filtre Jaune Filtre Jaune Fluorescent
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Figure 5.14: Expériences illustrant la non-commutativité des filtres fluorescents.

5.4 Modele de fluorescence en réflexion pour papier

5.4.1 Modeéle théorique pour papier idéal

Le modele de fluorescence pour milieu transparent, que nous avons mis en place au
paragraphe 5.3, constitue une extension de la loi de Beer. En procédant par analogie avec
le modéle de Kubelka et Munk, nous allons construire un nouvel outil de prédiction de la
fluorescence sur papier (voir [Emm98]). Comme pour le modele a deux flux, nous consi-
dérons un flux descendant naté et un flux ascendantjinoté . Comme dans le modéle en
transparence, le spectre visible se subdivissmen bandes de laxgeur . On adopte la
notationi(A, x) (respectivementr,, x) ) pour designer la bande de longueur d’onde cen-
trale A, du flux descendant (respectivement ascendant) a la position . Le vecteur
colonne contenant le§\,x) pouaxisn senat® , etle vecteur colonne contenant
les j(A, x) se notg(x)
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Pour simplifier I'écriture de la matrice de densité de fluorescemce  (voir équation
(5.22)), nous proposons de notar la matrice diagonale correspondant aux termes
d’absorption, eF la matrice triangulaire inférieure correspondant aux termes de fluores-
cence. AinsiM égale la différence d’'une matrice diagomale et d’'une matrice triangu-
laire F :

M =A—F (5.33)
0 0 | A |
g(m_ 0H go _ 0H %(1) oH
= 2In10 O 0 O-0 O 0| = 2In100 O O
O 00 K O 0 K. . 0
0o e O " 00 O b g\

Notre étude se limite au papier de qualité décrit au paragraphe 2.1.1. Rappelons qu'il
s’agit d’un substrat blanc recouvert d’une couche transparente réceptrice d’encre. Une
barriere imperméable empéche les encres d’atteindre le substrat. Cela revient & étudier
un milieu transparent fluorescent en contact optique avec un réflecteur diffus. Nous pou-
vons donc construire la matrice de fluorescermce  correspondant au milieu transparent
ayant une concentration  de molécules fluorescentes. On admettra que le substrat se
comporte comme un réflecteur diffus respectant la loi de Lambert (voir
paragraphe 3.3.2), dont la réflectance est modéliseée par la matrice Rarree  de dimen-
sionnxn. On a alors la relatiof0) = R,0(0) liant les flux ascendant et descendant.
Dans le cas d’un reflecteur pur, la matrieg est diagonale; si le substrat contient des
substances fluorescentes telles que des azurants optijues,  devient une matrice trian-
gulaire inférieure.

A l'image du modele de Kubelka et Munk, nous découpons le milieu transparent conte-
nant les substances fluorescentes en tranches d’épaisseur infinitésimale ; le substrat se
trouve a laltitudex = 0 . On admet que les tranches sont d’extension infinie, ce qui
impligue gqu’en pratique on se placera toujours loin des bords afin de négliger leur
influence. Le systéme étudié est représenté dans la figure 5.15.



5.4 Modele de fluorescence en réflexion pour papier 93

I j+d
X
A
« <! J W N
- . -9~ 1 - -
Ko Ny, Kow gy Ky X dx
N /; I\ N 3
| +di J

Figure 5.15: Absorption et émission dans une couche
fluorescente infinitésimale dans un modeéle a deux flux.

Un flux incident sur la couche infinitésimale subit, d’'une part une atténuation due a
I'absorption, et d’autre part se voit augmenté d’'une partie du rayonnement émis par fluo-
rescence. Rappelons que la fluorescence se fait de fagon isotrope, ainsi 50% de I'émis-
sion va dans le sens du flux incident et le reste en sens opposé. Ligflux diminue de la
quantitécAj(x)dx et recoitFj(x)dx , soit la moitié de la fluorescence qu’il produit dans la
tranche, ainsi que la moitié de la fluorescence produite par leifiix , C'est-a-dire
cFi(x)dx. Un raisonnement similaire effectué pour le flux nous amene au systéeme
d’équations suivant:

02 i) = Mio -Fie
(5.34)

D1 d. : :
B = Fi) -Mj(x)

ou les signes négatifs de la premiére équation proviennent de I'orientatiog de dans le
sens des décroissants. Le systeme (5.34) se met sous la forme matricielle suivante:

1nd HOH = gM —F 5™ (5.35)
¢ dxgwOd OF —MO G0

L’équation contient une matrice bloc formée de quatre matrices de dimemsion .D’un
point de vue mathématique, cette matrice se comporte comme une matrice de dimension
2nx2n. Cela ramene le probleme a une équation différentielle linéaire du premier ordre
a coefficients constants, comme celle étudiée au paragraphe 4.1, dont la solution s’écrit:

E“%:a{%“F&ﬂﬁ@B (5.36)
§(x)0d OF -MO | G0
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La présence de nombreux zéros dans les matncesF et facilite le calcul de I'expo-
nentielle. Les éléments théorigues nécessaires au calcul furents introduit au
paragraphe 4.1.2. La mise en ceuvre pratique du calcul revient a une librairie mathémati-
gue disposant d’'une primitive effectuant I'exponentielle de matrice.

Linfluence des réflexions multiples étudiées au paragraphe 5.2 doit également étre
prise en compte dans le cas de notre support papier. L'équation (5.10) qui modélise le
passage du dioptre s’adapte au cas fluorescent en remplacant les éléments scalaires de la
matrice par des matrices de dimensionn . A I'extérieur du milieu contenant I'encre
fluorescente, les flux incidents et émergents du papier sont notés respectivement avec les
vecteurs et . En toute rigueur, la nouvelle relation s’écrit:

0 -1
0; 0 —R(ld— ixy O
0'0= E (Ild-Ry™ Rild=Ry) % f(x) O (5.37)
U0 ORyId—=Rg9™ (1-R-RRg(ld=Rg™HHi(X) O
ou Id désigne la matrice identité de dimensionn Rg, la matrice diagonale correspon-

dant a la réflexion spéculaire Rt  la matrice diagonale représentant la réflexion interne.
Souvent, on admet que I'indice de réfraction du milieu récepteur de I'encre reste constant
sur I'ensemble du spectre considéré. Dans ce cas, les expressions des matrices de
réflexion se simplifient pour donn&®s =rgld @8 =rld , 0y ret sont respective-
ment les coefficients de réflexion spéculaire et de réflexion interne. Cette simplification
conduit & une expression plus légeére:

2=

(5.38)
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Dans le cas trés particulier d'une géométrie de mesure du type 45°/0°, la lumiére inci-
dente collimatée arrive sur le dioptre faisant un angle de 45° avec la normale a la surface.
Le rayon réfracté fait alors un angle = arcsif 1/ (n./2)] avec la normale,nou  est
I'indice de réfraction du milieu transparent. A la sortie, le détecteur ne récupere que les
rayons émergeant normalement a la surface, la réflexion spéculaire est pgrdue ( ).
Comme nous l'avons vu pour I'équation (5.14) du paragraphe 5.2, le bilan des flux se
modifie et conduit a une nouvelle matrice de passage du dioptre:

exp[M Eﬁcisu - 19(} —; exp[M T — 1%(}
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Notons que dans I'équation (5.39), la matrice de densité de fluoressence  remplace le
coefficient d’absorptiok  de I'équation (5.14).
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Comme nous I'avons déja vu au paragraphe 5.2, la géométrie du dispositif de mesure
détermine le choix de la matrice de passage de dioptre. Parmi les trois matrices des équa-
tions (5.37), (5.38) et (5.39), on prend celle qui correspond au systeme étudié. La combi-
naison de la relation (5.36) et de la matrice de passage de dioptre conduit a une équation
liant les flux incidents et émergents de la surface du dioptre avec les flux incidents et
émergents du substrat. Dans le cas général, on écrit:

5= P, Dexpﬁ\" _FECX} HOF = g7 YgHOF (5.40)
A0 OF -M0O | G0 oV wo @0

ou P, est la matrice de passage de dioptreTety vV W , guatre sous-matrices de
dimensionnx n . Avec la relatiof0) = R;[(0) et I'équation (5.40), les composantes du
vecteurj se lient directement aux composantes du vecteur par la relation:

j = (V+WR)OT+U RO (5.41)

La non-commutativité du produit matriciel impose le respect de I'ordre des termes dans
cette équation. Du point de vue de la physique, cela correspond a la non-commutativité
des filtres fluorescents que nous avons abordée au paragraphe 5.3.4.

Par définition, la réflectance  correspond au rapport terme a terme entre les vecteurs
eti . En général, estle spectre de lalumiére incidentie, et se calcule a l'aide de la rela-
tion (5.41). Nous avons alors la réflectarce  pour une longueur dionde donnée:

1
RO\ = {((Ti (5.42)

Ainsi, grace a notre nouveau modele, nous sommes en mesure de prévoir le spectre
produit par une encre a caractere fluorescent déposée sur papier. Notons que le modele
s’articule, comme le montre la figure 5.16, autour de trois matrices qui modélisent res-
pectivement le passage du dioptre, le milieu transparent fluorescent et la réflexion diffuse
sur le substrat.

La matrice de densité de fluorescemee  de I'encre se détermine en appliquant I'encre
étudiée sur un support transparent ayant le méme revétement que le papier étudié et en
procédant aux mesures décrites au paragraphe 5.3.2. On ne reviendra donc pas sur ces
experiences. Par contre, la mesure des parametres spécifiques du papier fait I'objet du
paragraphe suivant.
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Matrice de passage Py Dioptre

du dioptre Y '

Matrice de la o . . Couche
couche %\A -+ 0 . » infinitésimale

infinitésimale OF —m0O

' '

Matrice de réflexion Ry Substrat
du substrat

Figure 5.16: Modélisation du papier idéal par trois matrices.

5.4.2 Mesure des parametres physiques du papier

Dans le modele que nous avons établi au paragraphe 5.4.1, trois parametres caractéri-
sent le papier: la réflexion en surface, la réflexion interne et la réflexion du substrat. Nous
avons vu gue la réflexion en surface (voir paragraphe 3.3.1) et la réflexion interne (voir
paragraphe 5.2) dépendent de l'indice de réfraction du milieu transparent récepteur
d’encre. Connaissant la nature chimique du matériau, I'indice se retrouve dans la littéra-
ture (voir [Bra89] pp. VI/451-VI/461). Dans le cas contraire, il faut faire appel a des
mesures de réfractométrie afin de déterminer l'indice de réfraction de la couche supé-
rieure (voir [Mat85] p. 448).

La réflexion du substrat s’exprime mathématiquement par une matrice. Celle-ci est
triangulaire lorsque le substrat contient des substances a caractére fluorescent telles que
les azurants optiques. La mesure de la matrice de réflexion se fait par la méthode a deux
monochromateurs décrite par Donaldson dans [Don54]. Le dispositif de mesure com-
porte deux monochromateurs, une source, un détecteur et un réflecteur diffus parfait. La
lumiére de la source traverse le premier monochromateur afin de produire un faisceau
d’excitation monochromatique qui éclaire I'’échantillon étudié. La lumiére reflétée est
analysée a l'aide du second monochromateur; et le spectre résultant est enregistré par le
détecteur. La normalisation des spectres obtenus se fait a I'aide du réflecteur diffus par-
fait. On construit ainsi la matrice de réflectance dont les colonnes correspondent aux
spectres mesurés normalisés.

5.4.3 Résultats de prédiction du modele pour papier

Nous avons appliqué le modele pour papier a la prédiction des spectres d’encres fluo-
rescentes imprimées sur des papiers de haute qualité. Pour chaque combinaison d’encre
et de papier, des échantillons uniformes de différentes concentrations furent produits. On
disposait des encres jaune et orange de marqueurs fluorescent, ainsi que de deux types de
supports: le papier blanc J21 sans azurants optiques de la maison MPA et un carton blanc
contenant des azurants optiques. La papier MPA n’étant pas fluorescent, sa matrice de
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réflexion est diagonale et peut se mesurer a I'aide d’'un spectrophotométre classique; la
figure 5.17 donne son spectre de réflexion. La matrice de réflexion du carton fluorescent
a été mesurée par la méthodes des deux monochromateurs.

Une source de lumiere du type tungsténe-halogene éclaire les échantillons. Le spectre
relatif de la lumiére incidente a 'emplacement du porte-échantillon a été mesuré, et est
reproduit dans la figure 5.18. Cette source dégage peu d’énergie dans les parties bleues et
UV du spectre; par conséquent, les azurants optiques qui absorbent dans ces bandes
émettront une fluorescence négligeable. En général, il faut tenir compte du spectre des
rayonnements UV a cause des substances fluorescentes qui les absorbent et émettent de
la lumiere. Par exemple, la contribution par fluorescence des azurants optiques n’est plus
négligeable sous un éclairage du type D65 qui comporte beaucoup d’énergie dans la
bande UV.

0.8

0.6

0.4

02

0 R R R R R s nm
450 500 550 600 650 700

Figure 5.17: Réflectance du papier J21 de MPA. Le blanc de référence est donné par le sulfate
de baryum, dont la réflectance absolue est supérieure a 0.99 sur I'ensemble du spectre visible.

0 L L L L L ' nm
450 500 550 600 650 700

Figure 5.18: Spectre d’émission relatif de la source tungsténe-halogéne
utilisée lors de la mesure des échantillons d’encres fluorescentes sur papier.
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Les caractéristiques des encres furent mesurées sur un film transparent dont le revéte-
ment absorbant est identique a celui du papier J21 de MPA (voir Table 5.1). Rappelons
gue ce revétement absorbant est un polymére, I'alcool polyvinylique, dont I'indice de
réfraction moyen est = 1.5 (voir [Bra89] p. VI/461). D’apreés les travaux de Judd (voir
[Jud4?2]), les coefficients de réflexion prennent les valeutso.596 pour la réflexion
interne etrg = 0.0919 pour la réflexion en surface dans le cas d’un éclairage diffus.

Jaune Orange

Bande d'absorption (nm) 310-520 310-580
Bande d’émission (nm) 480-700 550-750
Rendement quantiqu@  sur 0.7 0.9

transparent J21 de MPA

Table 5.3: Bande d’absorption, bande d'émission et rendement quantique des
combinaisons d’encre et de support.

Les échantillons imprimés furent mesurés a l'aide du dispositif schématisé dans la
figure 5.11. La lumiere provient d’'une source tungstene a halogéne de la société Light
Source. Grace a une sphére d’intégration, I'échantillon est soumis a un éclairage diffus.
Le spectre résultant de I'échantillon se mesure a I'aide d’'un spectroradiométre INSTAS-
PEC Il de la société Oriel.

Sphére d'intégration

Spectroradiometre

NS

Diffuseur —

N

Echantillon

Source tungsténe a halogene

Figure 5.19: Dispositif de mesure des spectres par réflexion.

Le résultat obtenu pour I'encre orange imprimée sur le papier J21 de MPA illustre les
prédictions effectuées (voir figure 5.20). Entre 400 et 550 nm, seules les absorptions de
I'encre et du support interviennent; par conséquent, toutes les courbes de prédiction se
superposent. De 550 a 680 nm, la fluorescence s’ajoute au phénomene d’absorption et
produit dans le spectre de réflexion une bosse dont le sommet atteint2 . Cette
bosse, qui ne s’explique pas par I'absorption de Beer (courbe en tirets), est prédite quali-
tativement et quantitativement par notre modéle (courbe en pointillés). Lécart
colorimétrique exprimé dans I'espace CIELAB entre la courbe prédite par notre modele
de fluorescence et la courbe mesurée It 2.03 , alors que l'écart entre le spectre
mesuré et celui prédit par la loi d’absorption s’élewe & 27.78
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Les résultats obtenus pour les autres combinaisons de papier et d’encre a différentes
concentrations sont récapitulés dans la Table 5.2. La premiere colonne donne |'écart
moyen entre le spectre mesuré et la prédiction de notre modeéle; la seconde colonne cor-
respond aux déviations moyennes entre la mesure et le spectre calculé par la loi
d’absorption de Beer; la derniére colonne indique le rendement quantique des encres
fluorescentes. L'erreur de prédiction moyenne de notre modeéle est de 'ordrede ,
soit une amélioration d’envirofE = 18 par rapport a la loi d’absorption.

14

12
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Figure 5.20: Spectre de réflexion mesuré de I'encre orange sur papier MPA J21 (trait continu), spectre
prédit par notre modéle tenant compte de la fluorescence (pointillés) et spectre prédit ne tenant compte
que de I'absorption de Beer (tirets).

EcartAE moyen | EcartAE moyen

avec notre modeélg avec la prédiction

tenant compte de| de la loi d’absorp- Rendement
Type d’échantillon | la fluorescence | tion de Beer quantique
Jaune sur J21 MPA 1.05 13.25 0.7
Jaune sur carton 2.25 13.84 0.7
Orange sur J21 MPA 2.05 25.0 0.9
Orange sur carton 2.07 20.14 0.9

Table 5.4: Déviations colorimétrigueAE  moyennes dans I'espace CIELAB entre spectres prédits et
mesurés. La moyenne est opérée sur deux échantillons de concentration d’encre différente.
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A présent, nous disposons d’un outil complet de prédiction pour les encres fluorescen-
tes imprimées sur papier. L'étude préliminaire du cas des supports transparents a facilité
la mise en place des équations et des principales idées. En plus des caractéristiques des
encres (spectre d’absorption, spectre d’émission et rendement quantique), il faut déter-
miner les parametres du papier: réflexion interne, réflexion en surface et réflexion du
substrat. Ces paramétres interviennent dans la construction des différentes matrices du
modéle de prédiction. Connaissant le spectre relatif du rayonnement incident, les matri-
ces permettent le calcul du spectre de la lumiere réémise par I'échantillon fluorescent.

5.4.4 Superposition et mélange d’encres fluorescentes sur papier

La fluorescence sur papier souleve des problémes analogues a ceux rencontrés dans le
cas de supports transparents (voir paragraphe 5.3.4). Avant de se lancer dans une discus-
sion, il faut rappeler I'nypothese principale selon laquelle il n’y a pas d’interaction entre
les molécules des colorants. Si cette condition n’est pas vérifiée, notre modele n’est plus
en mesure de prédire le spectre résultant d’'une superposition de plusieurs encres. Il fau-
drait alors procéder a une étude beaucoup plus poussée qui conduirait a la généralisation
de la fonction de mélange (voir paragraphe 5.1.1) au cas des substances fluorescentes.

Considérant notre modélisation schématisée par la figure 5.16, une superposition ou un
mélange d’encres fluorescentes n’affecterait que la matrice relative a la couche transpa-
rente réceptrice d’encre. Pour deux substamcesB et , il faut a nouveau distinguer trois
cas de figures qui induisent des formes différentes de I'expression (5.40). Dans les équa-
tions suivantes, on mettra en indice le nom des substances.

* Sj la lumiere descendante traverse d’abord une couche de et en suite une couche de
B avant d’atteindre le réflecteur diffus, on a:

O —F, O —F. O 0
am = P, Cexp 5MA Fa [Ta X | Cexp E}MB Fe g X [E(O)D (5.43)
0o OF, -M, OFg —MgO G0

* Sj la lumiere descendante traverse d’abord une coucl®e de et en suite une couche de
A avant d’atteindre le réflecteur diffus, on a:

43 - b, bepF\"B s ECBX} [EprMA Fa Er:Ax} HO5 (5.44)
00 OF, -M,0"" | GO

I:B _MB
« Sila lumiére descendante traverse un méldags substances Bt avant d’atteindre
le réflecteur diffus, on a une loi similaire a celle mise en place pour les supports trans-
parents au paragraphe 5.3.4:

1. Notons que dans certains papiers, la couche réceptrice de I'encre comporte un azurant optique qui doit étre consi-
déré comme une substance fluorescente mélangée a celles des encres.
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O OmM, — O OM, -F, O 0

= Fg LEXp A B .
A8 = p, cexpl oM~ A, x+gMe Fe 5x | cHOF (5.45)
G0 F, -M, O 0Fg Mg O G0

Pour des matrices de couche infinitésimale qui ne commutent pas, les résultats des trois
relations (5.43), (5.44) et (5.45) different. Cette propriété mathématique de non-commu-

tativité correspond a la réalité physique du phénomene de fluorescence et s’'observe faci-
lement, comme dans le cas suivant.

A — Fluorescence
1 Source blanche

)

Filtre jaune fluorescent——
Réflecteur diffus— [/

Figure 5.21: Spectre de réflexion lorsque le filtre jaune fluorescent est au-dessus du filtre jaune.

400 500 600 700 Tm

400 500 600 700 nm

<—— Filtre jaune

Reprenons les filtres jaune et jaune fluorescent de la figure 5.14, et mettons-les en con-
tact optiqgue avec un réflecteur diffus blanc non-fluorescent. On rappelle que le filtre
jaune fluorescent absorbe la lumiére bleue entre 400 et 500 nm et émet une lumiére verte
entre 500 et 600 nm. Si le filtre fluorescent se trouve au-dessus du filtre jaune (voir
figure 5.21), la bande bleue de la lumiere blanche incidente est entierement absorbée par
la substance fluorescente qui émet de la lumiere dans la bande verte du spectre. On
observe alors une teinte jaune dont la composante verte est plus intense que celle de la
source. Si le filtre jaune est au-dessus (voir figure 5.22), il absorbe I'ensemble de la
lumiere bleue avant qu’elle ne puisse produire une fluorescence dans le filtre fluorescent.
Le spectre jaune résultant ne présente pas de renforcement de la composante verte.

Source blanche 1

)

Filtre jaune — »

400 500 600 700 Tm 400 500 600 700 ?m

. . -<—— Filtre jaune fluorescent
Réflecteur diffus——

Figure 5.22: Spectre de réflexion lorsque le filtre jaune est au-dessus du filtre jaune fluorescent.
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5.5 Généralisation aux modéles a plus de deux flux

Tous les outils développés dans ce chapitre reposent sur une modélisation tenant
compte au plus de deux flux, comme pour le modéle de Kubelka et Munk. Or, les travaux
de Mudgett et Richards [Mud71] sur les modeles a flux multiples (voir paragraphe 3.5.6)
montrent que I'emploi d’'un nombre supérieur de canaux augmente la qualité de la pré-
diction; le passage de deux a quatre canaux apporte une amélioration significative. Il est
donc Iégitime de se poser la question de I'élargissement des modeéles présentés ici a un
nombre de canaux supérieurs a deux.

La puissance de la formulation matricielle introduite au chapitre 4 a permis de traiter
élégamment les milieux présentant un gradient d’absorption et de diffusion, ainsi que les
milieux fluorescents. D’'un point de vue mathématique, lintroduction de nouveaux
canaux se traduit par un plus grand nombre de variables et d’équations, un bilan des flux
de lumiere devant étre fait pour chaque canal. Cela revient, avec notre formulation, a
construire des matrices carrées de dimension plus élevée. Par contre, le type de I'équa-
tion différentielle a résoudre reste identique; on se ramene toujours a une équation diffé-
rentielle matricielle du premier ordre. Pour les matrices a coefficients constants, la
solution est donnée par I'exponentielle de matrice (voir paragraphe 4.1). En présence de
coefficients variables, il faut faire appel a la méthode des perturbations (voir
paragraphe 4.3).

La principale difficulté introduite par les modéles a plus de deux canaux n’est pas le
calcul de la solution, mais le calcul des éléments de la matrice. En effet, I'exponentielle
de matrice ne présente pas de difficulté particuliere en analyse numérique (voir [Gol96]
pp. 572-578), et tout logiciel de calcul mathématique dispose d’une primitive appropriée.

Il en va tout autrement pour le calcul du coefficient de diffusion d’'un canal vers un autre
canal. Dans le cadre de la théorie de Mie, par exemple, il faut procéder a I'intégration des
équations présentées au paragraphe 3.5.2, celles-ci conduisent a des résultats numériques
divergents si I'on ne tient pas compte de la mise en forme des fonctions (voir [Cal98] pp.
103-109). De plus, les mesures physiques devraient se faire a I'aide d’'un goniometre
pour connaitre avec précision la répartition de la lumiere dans les canaux. Ainsi, la diffi-
culté de mise en ceuvre d’un modeéle a plus de deux flux ne réside pas dans la taille de la
matrice, mais dans le calcul et la mesure des éléments de cette matrice.

Retenons que la formulation matricielle permet de mettre de nombreux problémes sous
la méme forme mathématique, et en facilite la résolution. Il nous parait plus simple de
manipuler des équations différentielles matricielles du premier ordre que des équations
différentielles linéaires d’'un ordre élevé.
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5.6 Résultats obtenus par extension des modeles classiques

Le modéle classiqgue de Kubelka et Munk constitue la base de tous les nouveaux mode-
les phénoménologiques que nous avons développé dans ce chapitre. Partant de la loi de
Beer, nous avons introduit la fonction de mélarige  qui permettrait, dans notre cadre
mathématique, de tenir compte des interactions entre les molécules en présence. Cet
aspect nayant pas été abordé dans notre recherche, la voie reste ouverte.

A l'aide de la formulation matricielle appliguée aux modeles a deux flux, les problé-
mes de réflexions multiples ont pu étre abordé élégamment en définissant des matrices de
passage de dioptre. Notre modélisation explique qualitativement et quantitativement la
différence entre les densités optiques observées par transparence et celles observées par
réflexion. Nous avons également été en mesure de prédire les spectres de densité de sys-
téemes constitués de plusieurs filtres en contact optique avec un réflecteur diffus.

Notre étude des substances fluorescentes a conduit a une généralisation de la notion de
densité basée sur un nouvel objet mathématique. Ainsi, nous avons défini une matrice de
densité de fluorescence qui permet de prédire avec précision les spectres produits par des
colorants fluorescents. Cette matrice a une forme triangulaire inférieure, ou la diagonale
correspond aux termes d’absorption, et les éléments sous-diagonaux aux émissions de
lumiére par fluorescence. Par un raisonnement analogue a celui de Kubelka et Munk,
nous avons modélisé un papier idéal recouvert d’encre fluorescente. La combinaison de
trois matrices (matrice de passage de dioptre, matrice de fluorescence et matrice de
réflexion du support) fut nécessaire pour expliquer et prédire quantitativement les spec-
tres de réflexion observés, I'erreur de prédiction moyenne étant inférieure-2 dans
'espace CIELAB.
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cwerres LES COUleurs trameées sur transparent

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié les teintes produites par une couche
d’encre uniforme. A présent, le champ d’investigation va se porter sur les teintes produi-
tes a l'aide de trames. Comme dans les parties précédentes, le support transparent sert a
mettre en place les principales idées de modélisation. Nous introduirons, en particulier,
une nouvelle fagon de considérer les taux de couverture des encres qui conduit a une
écriture plus générale du modele classique de Neugebauer.

6.1 Méthode de la grille a haute résolution

Le modele classique de Neugebauer repose sur la connaissance de deux informations:
le spectre des différentes combinaisons d’encres et I'aire occupée par chacune d’entre
elles (voir paragraphe 3.7.2). Le calcul du spectre résultant de la combinaison de plu-
sieurs encres a fait I'objet du chapitre 5. Notre étude se porte a présent sur I'estimation
des aires occupées par chacune des teintes. Sur les transparents et les papiers de qualité,
la forme géomeétrique d’'un impact de goutte imprimée s’apparente a celle d'un disque.
En rejetant le modele d’'une imprimante idéale produisant des impacts carrés pour le
remplacer par un modeéle d’'impact circulaire, il a été possible de calculer avec succes les
courbes de reproduction de certaines imprimantes pour diverses trames (voir [Ros93]).
La complexité de I'impression demande néanmoins une approche plus générale pouvant
tenir compte de formes plus complexes et des irrégularités caractérisant un dispositif
physique.

C’est a Neugebauer que lI'on doit la meilleure méthode d’estimation de surface
[Neu35]. Historiquement, il employa une grille micrométrique montée sur un micros-
cope pour observer des échantillons tramés. Un opérateur devait alors procéder au
décompte des éléments de la grille correspondant a la méme combinaison d’encres.
Aujourd’hui, cette opération fastidieuse est confiée a un ordinateur qui travaille beau-
coup plus vite et sans commettre d’erreur. La simulation informatique basée sur cette
méthode consiste a utiliser un immense plan de pixels sur lequel les formes des impacts
de goutte seront reproduites (voir figure 6.1). L'estimation des aires est faite en comptant
les pixels appartenant aux impacts. Ce calcul est d’autant plus précis que le pixel est petit
devant la forme de I'impact. Notons que pour une imprimante de résolution 300 dpi,
l'impact a un diamétre moyen de 1@t et qu'une grille comme celle de la figure 6.1
fait correspondre au pixel un élément de surface carré ge 3 de coté. Du point de vue
physique, une résolution supérieure demanderait la prise en compte de phénoménes
microphysiques qui ne sont pas abordés dans notre étude.
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20 pixels

=
]

Figure 6.1: Plan de pixels a haute résolution sur lequel on imprime les formes des impacts
de gouttes d’encre. Les lignes épaisses correspondent a la subdivision du plan en points
d’'une imprimante idéale, et le disque gris au modeéle d’'un impact idéal de goutte d’encre.

Les trames ordonnées (voir paragraphe 2.3.1) étant périodiques, le calcul peut se limi-
ter a une période sans perte de précision. De plus, la méthode de Holladay [Hol80]
garantit qu’une telle période puisse toujours se mettre sous la forme d’'une matrice rec-
tangulaire appropriée au traitement informatique (voir figure 6.2). Par contre, les trames
aléatoires demandent une étude sur une zone plus étendue afin de garantir un bon échan-
tilonnage statistique.

(a) (b)

20| 84 B 204 140 44 12 20| 84| 18(Q 188 204 140 44 12 20

52 196 15628 244 108 76 521|114 196 156 228 244 108 76 52

236 100 36 92 4 252 148 2121236 100 36 92 144 252 148 212

164/ 132 68 4| 28 60 017" v, 164/ 132 68 4| 28 60 240 ZI.jZ 164
2041140 44f 12 20 84 018~ 8204 140 44, 12 20 84 140 188 204

Vi 244 108 76 52 6 196 1656 228244 108 76 52 116 196 1p6 228
92 252 148 212 236 100 36 H 92124 252 148 212 236 100 36 92
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Figure 6.2: (a) Trame ordonnée a point centré ayant 33 niveaux d'intensité
définie par les vecteurg, &t, , (b) mise sous la forme d’'une matrice rec-
tangulaire de longuedr et de hautélr  par la méthode de Holladay.
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La simulation par plan de pixel ouvre considérablement I'éventail des phénomenes
pouvant étre analysés. Par exemple, la forme de I'impact sur le support n’est plus néces-
sairement une forme géométriqgue simple. Certaines imprimantes a jet d’encre ont une
vitesse du papier relative a la téte d’'impression suffisamment importante pour que les
impacts soient elliptiques. D’autres dispositifs produisent des taches aux contours tres
irréguliers. De plus, la position des impacts est toujours légerement perturbée et induit
parfois des artefacts dans la courbe de reproduction comme I'a montré Rosenberg
[Ros93]. Nous avons admis que les écarts de position suivent une loi gaussienne d’écart
type o (voir [Bro97] p. 607), ainsi la densité de probabilité pour un couple d'écarts
(Ax, Ay) est de:

2 0 a O 0
p(AX, Ay) = 1 ZEEX[{—AX +2AyZJ = [ 1 Ekex;{—A—XTDEDL EEX[{—A—QD (6.1)
210 20 U

Intuitivement, nous pouvons relier cette loi a un dispositif mécanique dans lequel
I'impact correspond a une particule reliée par un ressort au point qu’elle devrait occuper
théoriqguement. L'énergie du ressort étant proportionnelle au carré de son élongation,
nous pouvons écrire la relatian= kI = k(AxX* +Ay”) . Larelation (6.1) exprime une den-
sité de probabilité exponentiellement décroissante avec I'énergie du ressort.

Pour illustrer notre propos, on compare le plan de pixels obtenu par simulation avec un
agrandissement pris au microscope d’'un échantillon monochrome du niveau 111 d’'une
trame a 257 niveaux de type Bayer (voir paragraphe 2.3.1). Les extraits du plan de pixels
et de I'image réelle correspondant a la méme zone sont reproduits dans la figure 6.3. Le
modéle du bruit gaussien perturbant la position de I'impact correspond assez bien a la
réalité. Par contre, le disque de densité uniforme modélise tres imparfaitement I'impact
réel dont la densité optique n’est pas uniforme sur toute sa surface. On observe une den-
sité plus forte au centre qui décroit lorsque I'on va vers le bord de I'impact. De plus, le
recouvrement partiel de certains impacts s’accompagne d’une augmentation de la densité
optique en accord avec la loi de Beer, alors que le modeéle théorique admet une densité
constante sur I'ensemble de l'aire encrée.

Notre expérience a montré qu’'une bonne prédiction devait tenir compte de I'addition
des densités lors de la superposition et du profil de densité de I'impact. Ces points seront
abordés en détail au paragraphe 6.2, ou le niveau d’intensité du pixel sera utilisé pour
modéliser la densité de I'encre. Pour I'instant, nous mettons en place le cadre général de
la simulation par plan de pixels.
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Figure 6.3: (a) Extrait du plan de pixels servant a simuler un échantillon correspondant au niveau
111 de la trame Bayer présentée au paragraphe 2.3.1. Les impacts se modélisent par des disques dont
la position est soumise a un bruit gaussien. (b) Prise de vue au microscope d’'un échantillon de niveau
111 de la trame Bayer. L'échantillon fut imprimé sur transparent avec de I'encre noire a l'aide d’'une
imprimante HP-DJ560 de résolution 300 dpi. Les petits points blanc correspondent a des bulles du
support. Notons que cette simulation ne tient pas compte de 'augmentation de densité lorsque deux
points se superposent; de plus, la densité d'un impact isolé réel n'est pas uniforme mais décroit en
allant du centre vers le bord.



6.1 Méthode de la grille a haute résolution 109

La passage a I'impression couleur implique I'utilisation de plus d’'une encre. L'étude
du comportement d’'un dispositif @ encres se fait a I'aide d’'une superpositign de
plans de pixels de méme taille, chaque plan contenant I'image de I'ensemble des impacts
produits par une seule encre. On procede au décompte des teintes en prenant pour chaque
position dans le plan le -uplet formé par lgs pixels superposés. Pour une impression
classique avec les encres cyan, magenta et jaune idéales, il faut connaitre a chaque posi-
tion dans le plan I'état des trois pixels superposés. Si un triplet ne contient qu’une encre,
par exemple le cyan, la teinte résultante sera celle de cette encre, c’est-a-dire cyan, et
I'on incrémente le compteur de la teinte cyan d’une aire de pixel. Si le triplet représente
une superposition de deux encres, par exemple cyan et jaune, c’'est le compteur de la
teinte résultante, ici la verte, qui doit étre incrémenté. Cette méthode d’estimation des
aires occupées par les huit primaires de Neugebauer fut appliquée avec succés dans plu-
sieurs études antérieures (voir [Dal93] et [Emm95]). Le raisonnement se généralise aisé-
ment a un nombre supérieur de combinaisons d’encres.

Comme pour le cas monochrome, I'étude de la superposition a angle droit de plusieurs
trames ordonnées périodiques peut se limiter a I'étude d’'une période de la superposi-
tion.l Pourp trames périodiques dont les matrices de Holladay ont les dimemsions ,
la superposition aura une période rectangulaire dont la longueur est le plus petit com-
mun multiple ppcm ) des longueuts et dont la hauteur  est le plus petit commun mul-
tiple des hauteurs,

oL = ppen(y, ... 1 ..., Ip)
(6.2)
B = ppenthy, ..., by, ..., h)

La matrice de dimensionxH correspond a une période de forme rectangulaire de la
superposition. Notons qu’a I'image des matrices de Holladay, nous ne sommes pas en
présence d’'une topologie torique, car le point occupant la premiere ligne de la premiere
colonne de la matrice n’est pas toujours voisin du point occupant la derniére ligne de la
derniere colonne. En pratique, on s’affranchit des effets de bord en travaillant sur un plan
de pixels Iégerement agrandi par une bordure, dont on ne tiendra pas compte lors du cal-
cul des aires.

Comme pour le cas monochrome, nous illustrons le cas des couleurs par I'exemple
d’un échantillon bleu (voir figure 6.4) produit par la superposition d’un film cyan et d’'un
film magenta au niveau 223 (trame de type Bayer a 257 niveaux). Les deux films ont été
superposés en phase. Avec un dispositif d'impression parfait, les impacts des gouttes
cyan et magenta se superposeraient parfaitement et ne laisseraient apparaitre qu’une
teinte bleue. Dans la pratique, il existe toujours un léger décalage d( au bruit sur la posi-
tion et aux imperfections mécaniques du dispositif. Sous le microscope, on observe des
Impacts cyan et magenta dont le recouvrement partiel est bleu. Comme pour le cas
monochrome, leur densité optique n’est pas uniforme, elle décroit lorsque la distance au
centre de I'impact augmente.

1. La superposition de trames ordonnées périodiques n’est pas nécessairement périodique (voir [Ami95] p. 6-3 et
[Ami98] p. 127 Proposition 3). Mais dans notre cas ou les périodes des trames sont définies par une grille de pixels
entiers, la superposition est toujours périodique.
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Figure 6.4: (a) Extrait des plans de pixels correspondant a la simulation d’'un échantillon bleu produit
par la superposition d’un film cyan et d’un film magenta au niveau d’intensité 223, tous deux tramés a
I'aide d’'une méthode de type Bayer a 257 niveaux. (b) Agrandissement au microscope d’'un échan-
tillon réel correspondant au cas simulé de la figure (a). Les petits points blanc correspondent a des bul-
les du support. Notons que le plan de pixels n’est pas une reproduction exacte de la réalité, mais qu'il

a la méme statistique.
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6.2 Point a profil d’absorption

La méthode de simulation par plan de pixels introduite au paragraphe 6.1 est encore
incompléte puisqu’elle ne tient pas compte des variations de densité optique internes aux
impacts observés au microscope (voir figure 6.3 (b) et figure 6.4 (b)). De plus, le recou-
vrement partiel des impacts s’accompagne de I'addition des densités en accord avec la
loi de Beer. Le phénomeéne est bien visible dans le cas monochrome de la figure 6.3 (b),
et se traduit pour les cas polychromes par I'apparition d’une nouvelle teinte, comme
l'illustre le cas de la figure 6.4 (b), ou le bleu résulte de I'addition des densités des teintes
cyan et magenta. La prise en compte de ce phénoméne demande une étude approfondie
de I'impact isolé et une exploitation plus judicieuse des plans de pixels.

En admettant que le dispositif d'impression produise des impacts identiques sur un
support donné, nous pouvons établir un modele d’'impact standard pour chaque type
d’encre. La construction de ce modeéle doit reposer sur une bonne base statistique. Notre
démarche consiste a produire un échantillon composé d’'impacts suffisamment distants
les uns des autres pour qu’il n’y ait pas de recouvrement. Observé sous un microscope,
on met en évidence une forme géométrique moyenne de I'impact. Dans notre cas, illustré
par la figure 6.5, cette forme est un disque dont la densité optique décroit lorsque la dis-
tance au centre augmente. La déformation sur la droite de I'impact est liée a I'apparition
d’'une goutte satellite qui s’est séparée de la goutte principale sur le trajet allant de la téte
d’'impression au support. Limpact du satellite se situe en-bas a droite dans la figure 6.5.
Par soucis de clarté, on négligera la perturbation introduite par les satellites.

100 pm

o

Figure 6.5: Impact d’encre noire sur transparent observé au microscope. Le
petit impact en-bas a droite correspond a une goutte satellite qui s’est séparée
de la goutte principale sur le trajet allant de la téte d'impression au support.
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Pour affiner I'étude, il faut déterminer I'évolution de la densité en fonction de la dis-
tance au centre de I'impact. Cette mesure nécessite I'emploi d’'un microspectrophotome-
tre construit en adaptant un spectrophotométre sur un microscope. A l'aide d’un
dispositif optique appeléiroir de Pritchard on peut échantillonner la lumiere prove-
nant d’'une petite zone du champ du microscope. Un tel miroir est percé d’'un petit trou
auquel on adapte une fibre optique qui améne la lumiére au spectrophotométre. L'opéra-
teur du microscope voit la zone mesurée comme un trou noir au milieu de I'image reflé-
tée par le miroir de Pritchard.

Fibre optique

Opérateur<z — .

Spectrophotomeétre

Miroir de Pritchard

Microscope

Echantillon
|
I 20'c a déplacement micrométrique

Figure 6.6: Montage expérimental pour la mesure
du profil de concentration d’un impact.

L'échantillon a étudier est placé sur une table a déplacement micrométrique. Ainsi, on
mesure a intervalle régulier le spectre d’'une petite portion de l'impact observé au
microscope. Tous les éléments nécessaires a la mesure du profil d’absorption sont en

place et récapitulés dans la figure 6.6.

On procede a la mesure, par transparence et en lumiére collimatée, des spectres d’'une
série de points situés sur un diametre de I'impact. Chaque mesure correspond au spectre
d’absorptiort d’une concentration inconnue de la méme encre dont, & priori, on ignore le
spectre. L'exploitation des données se simplifie en mettant, comme dans les chapitres
précédents, les spectres mesurés sous la forme de vecteurs. Rappelons que la norme de
chacun de ces vecteurs est proportionnelle a la concentration d’encre et que la direction
du vecteur correspond a la forme de son spectre. D’apres la loi de Beer, les spectres
mesurés ne se distinguent que par un facteur d’échelle lié a la concentration; ainsi les
vecteurs correspondants sont théoriquement colinéaires. En pratique, le bruit de la
mesure perturbe 'orientation de ces vecteurs qui forment alors un étroit faisceau.

Pour retrouver la forme du spectre de I'encre (direction moyenne des vecteurs) et le
profil de densité de I'impact (normes des vecteurs), on procede en deux étapes (voir
figure 6.7). Dans la premiére étape, on détermine un spectre de référence  correspon-

1. Pour les encres fluorescentes, la bande spectrale étudiée ne doit pas contenir la bande d’émission.
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dant a l'orientation moyenne des vecteurs. On s’affranchit des spectres peu significatifs
en opérant une moyenne arithmétique des vecteurs ayant une norme supérieure a un seuil
donné. L'expérience a montré que I'on obtenait de bons résultats en prenant comme
valeur de seuil le cinquieme de la norme du vecteur le plus long. Dans la seconde étape,
I'absorption A(\) en chaque point de mesure est déterminée grace au produit scalaire
entre le vecteuy,, du spectre mesuré et le vesteur  du spectre de référence:

Vv, OV,
AN) = VA DA (6.3)

ou A (\) estl'absorption du spectre de référence.

Nous avons mesuré les profils d’absorption d'impacts cyan, magenta et jaune, ainsi que
ceux des points résultants de la superposition de deux impacts. Apres avoir appliqué sur
les données le traitement que nous venons de décrire, on obtient pour chaque impact ana-
lysé un profil d’absorption. Afin de simplifier la représentation, la figure 6.8 ne trace le
profil d’'un impact cyan que pour la longueur d’'onde d’absorption maximaiesoonm

Absorption de I'encre au point de mesure
AN -

Axe de projectior}

Vecteur du spectre de référe

Vecteur d’'un spectre mesuré

Figure 6.7: Le spectre de référence est donné par la moyenne arithmétique des
vecteurs de longueur significative. Les concentrations se calculent par projection
des vecteurs des spectres mesurés sur I'axe défini par le spectre de référence.

Des courbes semblables a celle de la figure 6.8 sont obtenues pour les autres encres et
leurs combinaisons. Afin de trouver une approximation de type polynomiale de degré
raisonnable, on effectue plusieurs régressions dont on compare les résultats. La recher-
che du meilleur compromis entre le degré du polynéme et la qualité de I'approximation
conduit a choisir la parabole comme modéele de profil d’absorption. Dans la figure 6.8, le
profil mesuré a été superposé a la parabole obtenue par régression polynomiale. De plus,
I’équation de la courbe permet d’extraire deux grandeurs qui paramétrisent entierement
I'impact: son rayonr etla densi®, en son centre. En ramenant I'axe de symétrie de la
parabole a I'origine, I'équation de la courbe prend la forme:
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D= Dc[l—%%? (6.4)

La relation (6.4) sera utilisée par la suite pour construire un modele de I'impact.

05

04 |

02 |

01

° > % % 0 5 = G 20 HM
Figure 6.8: Le profil de densité optique d’'un impact cyan (trait plein) fut mesuré avec un
pas de5um entre les points de mesure. Le tracé correspond a I'absorption a la longueur
d’ondeA = 600nm. La courbe expérimentale est approchée par une parabole (tirets).
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Motif d’'un impact isolé

Figure 6.9: Plan de pixels intégrant le modele des absorptions variables,
et motif d'un impact isolé construit avec un profil de densité parabolique.
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Nous disposons a présent de tous les éléments nécessaires a la mise en place d'un
modele avancé de I'impact d’encre. Jusqu’a présent, 'impact était un disque de densité
constante, et le recouvrement de deux impacts n’entrainait pas d’augmentation de la den-
sité. L'expérience ayant démontré que ces approximations étaient trop grossieres (voir
[Emm95]), nous allons introduire un nouveau modele de I'impact tenant compte des pro-
fils de densité.

La méthode de simulation par plan de pixels prend en compte les variations de
I'absorption en associant a chaque pixel une valeur de densité dont la valeur initiale nulle
correspond a I'absence de toute substance absorbante. L'impact isolé est modélisé par un
motif circulaire composé de pixels contenant chacun une valeur de densité calculée a
I'aide de la relation (6.4). Pour tout impact d’encre sur le support, le motif est “imprimé”

a la position adéquate sur le plan de pixel. Cette impression s’opére en ajoutant les
valeurs de densités des pixels du motif a celles des pixels du plan. Ainsi, dans la zone de
recouvrement de deux impacts, I'addition des densités se fait conformément a loi de
Beer. La figure 6.9 illustre la méthode de simulation: le motif de I'impact a profil de den-
sité parabolique est imprimé sur le plan de pixels comme nous l'avons vu au
paragraphe 6.1. La figure 6.10 compare le résultat de simulation par plans de pixels
d’'une superposition d’encre cyan et magenta tramés avec I'échantillon réel observé au
microscope.

Limplémentation informatique de cette méthode associe a chaque pixel du plan une
valeur, en général entiere, indiquant la densité de colorant. L'ordinateur doit alors par-
courir tous les pixels du plan pour construire un histogranage des densités de colo-
rant. Pour simplifier les traitements ultérieurs, les classes de I'histogramme sont d’égale
amplitudé Aq. Un pixel appartient & la clasge  de I'histogramme, si sa densité de colo-
rant g est comprise dans l'intervallgAq, (j +1)Aq) . Pour une surface unitaire, les
valeursa(j) de I'histogramme doivent vérifier:

Z“(j) Aq = 1 (6.5)
]

Le traitement d’'une superposition ¢ge  couches d’encres produira un histogramme
a(jy - jpp - i) @p dimensions. Chaque classe de I'histogramme correspond a une teinte
primaire identifiée par urp -upletj,, ..., j.....j,) des densités d’encre. Le spectre
d’absorptionA(\) d’'une primaire se calcule grace a la loi de Beer en sommant les pro-
duits des éléments du -uplet par les spectres de réfeagcnge respectifs des encres:

AR = (1AM * -+ AR + .+ pAR(N) TAg (6.6)

Cette organisation des données réduit fortement I'espace mémoire nécessaire au traite-
ment informatique.

1. Dans la représentation graphique de I'histogramme, I'amplitude d’une classe correspond a la largeur du rectangle
qui la représente (voir [Sap90] p. 118). L'aire du rectangle équivaut au nombre d’éléments appartenant a la classe.
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Figure 6.10: Superposition d’'une couche d’encre cyan tramée (niveau 95) et d’'une couche
d’encre magenta (niveau 223). La trame est a point centré avec 33 niveaux d’intensité répartis
sur l'intervalle [0, 255 . La figure (a) résulte de la simulation par plans de pixels, et corres-
pond a I'image (b) observée au microscope. Remarquons qu’ici les bulles du support apparais-
sent en noir, contrairement a ce qui avait été observé dans les figures 6.3 (b) et 6.4 (b).
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6.3 Prédiction d’'une teinte monochrome trameée sur transparent

Dans ce paragraphe, nous introduisons notre nouvel outil d’'analyse théorique des
échantillons tramés imprimés sur transparent (voir [Emm96]). Pour en faciliter la com-
préhension, la prédiction se limite aux teintes produites par une seule encre (cas mono-
chrome). Le cas polychrome sera abordé au paragraphe 6.4.

6.3.1 Nouvelle formulation du modéle de Neugebauer

Les outils de prédiction des teintes tramées, tels que le modéle de Neugebauer (voir
paragraphe 3.7.2), reposent sur I'interpolation entre un nombre fini de teintes primaires,
dont les pondérations correspondent aux aires occupées par ces primaires.IN®fons
le spectre de transmission de la primgire aet l'aire qu’elle occupe sur un échantillon

tramé de taille unitaire. Le spectre de transmissjgx) de cet échantillon est:
T = § a0T;(0) avec a =1 (6.7)
2 2

ou j parcourt I'ensemble des primaires présentes sur I'échantillon. Pour des impacts
d’encre de densité uniforme, il N’y a que deux primaires: la teinte du support et celle de
'encre. L'équation (6.7) se ramene alors a celle de Murray-Davis (voir
paragraphe 3.7.1). L'existence d’'un profil de densité a l'intérieur des impacts implique la
prise en compte d’'un nombre infini de teintes produites avec une seule encre. On se pro-
pose de modifier la relation (6.7) pour traiter ce cas, ou les primaires forment une gamme
continue de teintes (voir figure 6.11). Introduisons la densité surfagique qui désigne
une quantité de colorant par unité d’aire, et notags q) le spectre de transmission
d’'une couche d’encre uniforme de densité surfacique . En remplacant les coefficients
a; par une fonction continua(q) , on construit le prodagt) dg qui représente I'aire cou-
verte par une densité surfaciqgge de colorant. L'équation (6.7) se transforme en rempla-
cant le signe de sommation par une intégration:

o) = '[:a(q) T\ odg  od J’ja(q)dq =1 (6.8)

Dans le cas particulier d'une encre purement absorbante respectant la loi de Beer, le
spectreT(A,q) se calcule aisément avec le spectre d’absorption de réefexgxce de
I'encre introduit au paragraphe 6.2:

T(A, ) = exp(-aA(A) In(10)) (6.9)

Posonss(A) = A (\) In(10) et remplacons I'égalité (6.9) dans la relation (6.8):

To) = [ ala) e dg (6.10)
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Figure 6.11: Représentation dans I'espace CIE-XYZ de la gamme de toutes les teintes obtenues
en faisant varier la concentration d’une encre cyan de 0 (aucune absorption) a l'infini (absorption
totale). Les points indiquent la position de I'encre a sa concentration nominale et celle du blanc
de référence sous un éclairage D50. La formeverea de lacourbe montre que I'ensemble des
teintes produites avec une encre ne peut étre obtenu par synthése additive a I'aide de deux primai-
res.

Par définition, la transformée de Laplace de la fonctian est donnée par la relation
(voir [Zay96] p. 116):

L9 = J':a(q) re-asdg (6.11)

En utilisant cette notation, I'équation (6.10) s’écrit finalement:
Tp(A) = La(s(A) = L(A() In(10)) (6.12)

Ainsi le spectre de I'’échantillon monochrome se calcule en modulant la transformée de
Laplace dea(g) par la fonction.(A) In(10)

La relation (6.12) apporte un tout nouvel éclairage au probléme de la prédiction du
spectre d’'un échantillon tramé. En effet, la transformée de Laplgee de la fonction
a(g) contient uniqguement les informations dépendant de la géométrie (trame, forme des
impacts, ...) qui sont séparées des données spectrales. Si I'encre vient a changer de teinte,
il suffirait de substituer dans I'équation (6.12)x) par le nouveau spectre d’absorption
de référence pour trouver le nouveau spectre de I'échantillon.

D’un point de vue probabiliste, la fonctiafig)  S’interpréete comme une densité de pro-
babilité (voir [Sap90] p. 22) a support dajts+«) . Or, la transformée de Laplace d’'une
densité de probabilité est la fonction génératricerdementgvoir [Fel71] p. 434), dont
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le développement en série de Taylor s’exprime a I'aide des moments  de la densité de
probabilité:

L =YD T o m-= I:q'a(q)dq (6.13)

I=0

La relation (6.13) démontre que la fonctiarys) ne dépend que de la statistique des
densités de colorant engendrée par la trame. Ainsi, une trame a points centrés produira,
par le jeu du recouvrement des points voisins, une statistique différente de celle produite
par une trame Bayer qui est de type dispersé. En regroupant les impacts d’encre, on favo-
rise les densités élevées de colorant, alors qu’en dispercant les impacts, les basses densi-
tés dominent la statistique.

Le passage de la lumiére par un milieu transparent a faces paralléles d’indice de réfrac-
tion n s’accompagne toujours de réflexions multiples a I'intérieur du milieu (voir
paragraphe 3.4.1). Les indices de réfraction des milieux couramment rencontrés ont une
valeur proche del.5 , ce qui autorise l'utilisation de I'approximation (3.20) vue au
paragraphe 3.4.1. La correction a apporter a la relation (6.12) se limite a multiplier le
spectre parl-r)> ,ouw estle facteur de réflexion de Fresnel pour le passage de l'air &
un milieu d’indicen (voir paragraphe 3.3.1):

T = (1-1)*[L(A() In(10)) (6.14)
Notons que la relation (6.14) n’est valable qu’en lumiére collimatée. Si I'échantillon

est éclairé par une source diffuse de type lambertien, on remplace le facteur de réflexion
de Fresnel par un facteur de réflexion moyen

| 5,0 el

= [ (r1.®) Csin26)0 (6.15)
2 Dl al 0
J Hoa0®

0

our, (6) estle facteur de réflexion de Fresnel lorsqu’un rayon d’'incidénce passe de
I'air au milieu d’indice de réfraction

6.3.2 Forme discréete et traitement informatique

La fonctiona(g se construit a I'aide de I'histogramme des densités d’ergre cal-
culé par l'ordinateur avec la méthode présentée au paragraphe 6.2 (voir figure 6.12). On
construit une fonction en escalier dont la hauteur des paliers est donnée par I'histo-
gramme:

O O
a(d) = n(Aﬂq—%)*Ezoa(j) B0~ joa) (6.16)
J:
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ou n(q) est la fonction porte qui prend la valeur sur l'intervalle ouyety 2 1/2) 0 et
partout ailleursp(q) est la fonctidrle Dirac (voir [Sch98] p. 19); et(j)  est I'aire occu-
pée par une densité de colorant comprise gnire (j+e)Aq

a(q)
a(0) a(3)
D e
L e 194
: | | —

>

Figure 6.12:Fonctiona(q) construite & I'aide de I'histogramme des dengi{fs

Pour alléger la notation, on pose= a(j) . Latransformée de Laplgee de la fonc-
tion (6.16) prend alors la forme suivante (voir [Rod93] p. 238 et [Zay96] p. 609):

—SA
1-e>

NOEES

OC <add
EDZ a; &G (6.17)
4 O
]=0
Remarquons que lorsque tend vars |, le rappore™>%/s tend ngrs . Ainsi,

d’aprées la propriété (6.5) de I'histogrammng)

n

0 0
L,(0) = Aq El]z a0=1 (6.18)
05, 0

Mettons les coefficients; sous la forme d’un vecteur colonne. Alors, la relation (6.17)
s’écrit sous la forme d’un produit de matrices:

o

_1-g™hd .
La® = = CH. . eiha  gnsq (6.19)

pooCPoop
o

=]

Pour ramener le traitement a celui d’'un probleme d’algebre linéaire, le terme scalaire
passe du second membre dans le premier. Lintroduction de la notatiosr* dans le
second membre allege I'équation (6.19) qui s’écrit alors:

1. Les mathématiciens parlent plus volontiers de distribution.
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(@)

S - j
1_e—sAqLa(S) = E]l"”’ Xy, X

]|
SO
e o o

(6.20)

3

En pratique, on cherchera a évaluer la transformée de Laplaae)de pour un nombre

fini de valeurs que prend la variablke . Sachant que) doit étre modulée par
A.(\) In(10), les valeurs discrétes prises par seront comprises entré et , caril estrare
de rencontrer des encres ayant un spectre d’absorption de réfexgxce prenant des

valeurs supérieures a5 . Pour chacune des valeurs disgretes  prise par , on peut
écrire la relation (6.20), et regrouper toutes les relations ainsi obtenues afin de les formu-
ler & l'aide d’un seul produit de matrices:

L s nef
T _e™ %0 O ;0
0 O ... X - %O o
0 O O MR
s o of-B [ ARS
0 =& L®0~ ... x Satadi (6.21)
0l- O 0O . .00.0
0 O O : ‘0o o
. S B
O

Dst_
e

Notons gu’une ligne de la matrice rectangulaire du produit (6.21) correspond au vecteur
ligne de la relation (6.20). Pour une famile  prédéfinie, la matrice et les termes

s/(1-exd-sAq]) se calculent une fois pour toute et servent a déterminer la transformée
de Laplace de n'importe quelle fonctioss)

Dans le cas particulier omm = n , on est en présence d’'une matrice carrée de Van der
Monde (voir [Hor96] p. 29). Puisque les  sont deux a deux distincts, la matrice de Van
der Monde est inversible. On dispose alors d’'un moyen d’inversion de I'équation (6.21)
qui permet de recalculer le vecteur de composgnte grace au spectre de référence
A() (car s = A()In(10) ) et au spectre résultant de I'échantillan®) (car
To(A) = Lys))- Le calcul se fait & I'aide de la méthode d’interpolation de Lagrange, tech-
nigue numérique plus élégante que linversion de la matrice de Van der Monde (voir
[Hor96] p. 29).

6.3.3 Extension aux substances fluorescentes

En présence d’'un colorant fluorescent, la matrice de densité de fluoreseence , intro-
duite au paragraphe 5.3.1, remplace le spectre de référence dans I'expression (6.10) et
I'on obtient une relation entre le spectre de la lumiere incideénte et le spectre de la
lumiere émergentg
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i = (1-1) Ea':a(q) Cexfi—qM] el 6.22)

La prise en compte des réflexions multiples a I'intérieur du milieu transparent a faces

paralleles amene, comme nous [l'avons montré dans [I'équation (5.26) du

paragraphe 5.3.1, un facteur de correct{@rr)® ;rou  est le facteur de réflexion de
Fresnel moyen donné par la relation (5.24). Le calcul du spectre de transmission se fait
en divisant terme a terme les composantes des vegteurs et

iy
Te\) = ¢ o (6.23)

Le calcul de I'expression (6.22) se simplifie lorsque I'on remplace I'exponentielle de
matrice par son développement en série (voir paragraphe 4.1). En commutant les signes
d’intégration et de sommation, on fait apparaitre I'expression des moments  définis
dans la relation (6.13).

oo o @ |
[, @@ Coqt-am1da = [ “a(q) {Z ﬁ%qdq (6.24)
=0

= 5 0 Ml et ]
=0

*® |
= ¥ (0 Jrm
1=0

La encore, I'information spectrale concernant I'encre est entierement contenue dans la
matriceM , alors que la contribution de la trame et de la forme de I'impact se retrouve
dans les momentsy, . Un changement des propriétés de I'encre n’affecterait que la
matrice M et laisserait les moments inchangés. Inversement, un changement de trame
modifie les moments et maintient la matrice de densité de fluorescence.

Comme au paragraphe 6.3.2, la fonctuge) se construit a partir de I'histogramme
des densités d’encre. La forme en escaliea@p simplifie considérablement le calcul
des momentsy, . On part de la définition des moments dans laquelle on insére I'expres-
sion (6.16) dea(q)
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m = _[:a(q) [t dg (6.25)

m(— ——)* Dz a(g;) B(g— JAq)DDEq do

Za(q)Ea’ ”(—————J)Eq o

|
™M
2
. F %
s
E
-Q_
o
k)
o

_ (Ag) - [Dzu |:[(“_1)“1 (] )|+1]§

Le regroupement des équations (6.24) et (6.25) mene a I'égalité:

o ® 1+1 n
f, 00 ext-aida = 5 (1) m 'dr Emzoa LRSI AS ENCED
2 “

plus commode pour les traitements informatiques. L'expression (6.26) fait apparaitre
deux séries de termegq) */(1+1)!  Ei+1)'*'—(j)'""] , pouvant étre calculées une
seule fois et stockées dans des tables. On dispose ainsi de tous les éléments nécessaires
au calcul des I'équations (6.22) et (6.23) qui conduisent au spectre de transrmigsjon
recherché.

6.4 Prédiction d’'une teinte polychrome tramée sur transparent

6.4.1 Eléments théoriques

La grande majorité des teintes colorées sont reproduites a l'aide de la superposition de
trois ou quatre couches d'encre tramées. Les résultats théoriques établis au
paragraphe 6.3 ne concernent que le cas particulier d’'une seule couche d’encre. Le pas-
sage aux couches multiples revient & augmenter la dimension de I'espace mathématique
sur lequel les équations s’appliquent. Cette généralisation fait I'objet de toute la section.

La superposition d@ couches d’encres conduit a tenir compte, pour chaque pixel,

d’'un p-uplet de valeurs de densités d’encre. L'équation (6.8) se généralise en introdui-
sant pour chaque encre supplémentaire une nouvelle vagiable

Te(\) = J'O...J'O a(dy,---, G-oor Gp) OT(A, Oy, Gy, )Gy ... g, OU

" ay....q.....q)da,...dg, = 1 6.27
J’O IO (-, G-+, dp)dq; ... da, (6.27)
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Comme pour le cas monochrome, la fonctign,,..., g;..., q,) se construit a partir de
I'histogrammea(j,,.... j;,.... j,) des densités d’encre calculées par I'ordinateur avec la
méthode des plans de pixels:

(6.28)

1 9 . 1 4 . 1
a0y Gjyer Gp) = Z z Jl_E)D--m(A_Iq_Ji_E)D--D-I(A_Cpl_Jp_é)mjl

j1=0 p=0

i I

Pour faciliter la compréhension et les calculs ultérieurs, on interpréte.., q.,..., q,)
comme la densité de probabilité d’'une variable aléatoire. Il est alors commode de définir
les moments conjointsy 0 d’ordre,,....1,) de cette variable aléatoire (voir [Shi96]
p. 289):

L J'O...IO a0y, Gy Gp) [q“ a.. [qlpdql...dqp (6.29)
A l'image du calcul (6.25), on introduit I'expression (6.28) d@,..... q;.... q,) dans la

relation (6.29). Les moments conjoints, X s’expriment alors en fonction des
(I, 1p) etdes(ay,..., q;....qp)

(i.+1Ag (jp,*+1)Aq L

Z ZC( J' gq'd.. Eq”dq1 .dq, (6.30)
ii=o o i18q ipha
(A)'l(Hl) _ _ l+1 I+ 1 l,+1 l,+1
= z aj e (D7 =) D) BTG+ D” T =Up)" )

rl(| +1) j1=0 j,=0

i=1

Remarqguons que plusieurs termes de I'expression (6.30) des moments conjoints peuvent
étre pré-calculés et placés dans des tables.

6.4.1.1 Encres purement absorbantes

La superposition d@ encres purement absorbantes, de spectre de référence respectif
A.(\) et en densité respectivg , produit, d’aprés la loi de Beer, un spectre de transmis-
sionT(, gy,..., G;,-.., q,) donné par la relation:

— e_lnlo E(qlArl()‘) I qurp()‘))

DP
exp—In100] in,i()\)g
nsorly

(6.31)

_|
~
>
o]
=
Q
o]
=
|
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Soit la famille de fonctions(\) = -In100A,;(A) . En remplacant I'expression (6.31) de
T(, gy, 9,-.., gp) dans (6.27), on fait apparaitre la transformée de Laplace de dimension
p de la fonctiona(q, ..., g;,.... q,) , NOtEB(s,,...,s,...,s,)  (voir [Bry92] p. 83):

T geee s G s Gp) = La(G1A)seee s S oe s S500) (6.32)
avec

=Sy + - F S+ +0pSy)

La(S1sees Sieens Sp) :J’O...IO a(Gy, .-+, Gir---» Gp) [ [da, ... dq,, (6.33)

Le développement en série de Taylor d'ordre au voisinage de l'origine de la fonction
La(Sp--» oo, Sp) S'EXPrime grace aux moments conjoimts (voir [Dix76] pp. 371-
372 et [Shi96] p. 289):

el

=P l;
La(Speees Siveeey Sp) = Z (_,1.)__|p! my,

|, [slf...slp" +0o(ls") (6.34)

Comme pour le cas monochrome, plusieurs termes de I'expression (6.34) peuvent se
pré-calculer et étre stockés dans des tables, afin de calculer rapidement les valeurs que
prend L,(s,...,s,...,s,) pour un ensemble prédéterminé de valeurs pdu -uplet

(Sprevey Siseees Sp) -
6.4.1.2 Encres fluorescentes

Dans le cas plus général des encres fluorescentes, le développement algébrique ne peut
étre poussé aussi loin que pour les encres purement absorbantes. Comme nous I'avons vu
au paragraphe 5.3.4, le spectre de transmission d’'une combinaison d’encres fluorescen-
tes dépend de I'ordre dans lequel la lumiére rencontre les différentes molécules. En toute
rigueur, il faut distinguer chaque combinaison; en pratique, le procédé d’'impression
limite les cas a un nombre raisonnable.

La technologie des imprimantes a jet d’encre, ainsi que celle du support transparent
gue nous avons utilisés, conduisent les encres imprimées au méme endroit a se mélanger.
On admet qu’il 'y a aucune interaction entre les différentes molécules de colorant. Le
spectrej, . ..o delalumiere émergeant du transparent, qui contient un mélapge de
encres, est:

/Op

Jay.. g q, = XH=(UMA) + ... +q M A)]i (6.35)

oui estle vecteur du spectre de la lumiére incidenteMles  sont les matrices de densité
de fluorescence et lag  sont les densités respectives des encres. Les matrices ne
commutant pas, le développement en série de I'exponentielle de matrice n'autorise pas
de simplification ou de factorisation intéressante. Ainsi, la relation (6.35) doit étre éva-
luée numeriquement pour chaque -uplet des dengités, g ..., q,)
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Le calcul du spectre de transmissiog)) d’un échantillon revient a évaluer le spectre
globalj émergeant du transparent:

j= Id".[o (G-, G-, Ap) CEXA—(0;M(A) + ... +GM (A))]dg, ...dq, O (6.36)

et a diviser terme a terme les composantes des vegteursT.ef) = j(\)/i(\)

La forme en escalier d&q,,...,q,....q,)  (voir équation (6.28)) permet de remplacer les
signes d’intégration par des sommes pouvant étre évaluées par voie informatique:

i = (0g)° z z Oy, i, EXAAQ L M) + .+ M (A))] O (6.37)

j1:0 jp:O

6.4.2 Résultats de prédiction

La qualité des outils mis en place au paragraphe 6.4.1 se détermine en comparant les
spectres d’échantillons réels avec les spectres prédits. L'écart colorimétrique entre preé-
diction et mesure se calcule dans I'espace CIELAB.

Les échantillons sont produits a I'aide d’une imprimante a jet d’'encre HP DJ-560C qui
dispose des encres cyan, magenta et jaune. Pour chaque paire d’encres (cyan-magenta,
cyan-jaune et magenta-jaune), on produit trois séries comportant chatune échan-
tillons, soit un total de729 échantillons. La premiére série est produite a l'aide d’'une
trame a points centrés (clustered) ayant 33 niveaux d’intensités; la seconde résulte du tra-
mage par la méthode Baye?s¢f  niveaux); et la troisiéme est produite a l'aide de la
méthode de diffusion d’erreur de Floyd et Steinberg (voir paragraphe 2.3.1)81Les
échantillons correspondent%a  gradations verticales d’'un premier film tramé superpo-
sées &® gradations horizontales d’'un second film tramé (voir figure 6.13). Les éléments
de trame des deux films sont superposés en phase.

Bien que le modéle de prédiction puisse traiter le cas d’un dispositif superposant
encres, notre étude se limite a la superposition de deux films. L'ajout d’'une troisieme
encre n’entrainerait qu’un noircissement des échantillons. Les couleurs composites pro-
duites par la combinaison de deux encres sont les plus lumineuses et les plus saturées de
la gamme du systeme d’impression.

Le support imprimé est simulé a l'aide de= 2 grilles desox 1280  pixels. Les
points de l'imprimante sont agencés de telle facon qu’un élément de surface ne sera
jamais recouvert par plus de quatre impacts de la méme encre. Chaque pixel étant codé
par un byte, il peut prendre toutes les valeurs entiéres sur I'inteneedks . On opérera
le décompte poun = 5 niveaux d’encrage®] absence d'ences premier niveau,
[6512§ deuxiéme niveau[129,193 troisieme nivea[193 255 guatrieme niveau. La
densité maximale d’'un impact isolé est fixésd . Par soucis de performance, le pro-
gramme de simulation a été écrit en C (voir [Ker90]).
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Figure 6.13: Film tramé comportant 9 gradations horizontales réparties uniformément sur un intervalle
[0, 259, soit les niveaux 0, 31, 63, 95, 127, 159, 191, 223 et 255. La bordure affranchit les échan-
tillons d’éventuels effets de bords indésirables; la crénelure facilite le repérage des échantillons.

L'étude des encres nécessite la mesure de leurs spectres d’absorption et la recherche
d’'un éventuel comportement fluorescent. En premier, on mesure le spectre d’absorption,
puis on procéde a la détection du caractére fluorescent: A I'aide d’'un spectrofluorimétre,
I'encre est excitée aux maxima d’absorption et les spectres de réémission obtenus sont
analysés. Les caractéristiques des encres fluorescentes (spectre d’absorption, spectre
d’émission, bande d’excitation et rendement quantigue) se mesurent comme nous
I'avons vu au paragraphe 5.3.2 en vue de construire les matrices de densité de fluores-
cence. Pour couvrir le domaine spectrai\de 300nm A &830nm par bande de largeur
AN = 10nm, il faut des matrices de dimensiemx 54
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Les encres cyan, magenta et jaune étudiées relévent d’une technologie complexe (voir
[Shi95]). Elles contiennent un solvant organique tel que I'éthylene glycol, un agent colo-
rant, un biocide et de I'eau. En vue de déterminer leurs spectres d’absorption, les encres
sont appliqguées uniformément sur un support transparent CG3460 de la société 3M. Les
mesures s’'operent a I'aide d’'un spectrophotometre Cary UV/Vis de la société Varian. La

figure 6.14 donne les courbes spectrales obtenues.

Cyan

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

05

0.4

0.3

0.2

0.1

Magenta

450 500 550 600 650 700 450 500 550 600 650 700

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 nm
450 500 550 600 650 700

Figure 6.14: Spectres d’absorption des encres cyan, magenta et jaune d’'une
imprimante HP DJ560C appliquées sur un transparent CG3460 de 3M.

L'analyse au fluorimetre a révélé un comportement fluorescent des encres magenta et
cyan. Les caractéristiques de I'encre magenta ont déja été données au paragraphe 5.3.3.
Quant a I'encre cyan, elle absorbe les UV proches et émet dans la bande bleue du spectre
visible, comme l'indique la figure 6.15. Pour déterminer son rendement quargique , on
utilise la coumarine len solution dans I'éthanol en qualité d’étalon (voir [OIm79]), et
I'on procede a I'expérience décrite au paragraphe 5.3.2. Appliqguée sur un transparent
CG3460 de 3M, I'encre cyan a un rendement quantiqug €l®.048
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Figure 6.15: Spectre d’émission de I'encre cyan pour une excitation a 346 nm.

Un simulateur de source D50 a servi de source de lumiere; son spectre relatif est repro-
duit dans la figure 6.16. Un tel simulateur comporte une série de tubes fluorescents et un
diffuseur par transparence. Les pics observés dans le spectre de la figure 6.16 sont des
raies produites par le mercure contenu dans les tubes fluorescents (voir [Per95] p. 352).
Notons que la raie & 546 nm se situe a l'intérieur de la bande d’excitation de I'encre
magenta. Contrairement au spectre D50, le simulateur n’émet pas de rayonnement UV;
par conséquent, I'encre cyan n’est que faiblement excitée dans la bande UV.
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Figure 6.16: Spectre relatif d’'un simulateur de source
de lumiére D50 constitué de tubes fluorescents.
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n
Trame C%r,r;t;]lgzzon AE moyen i;(AE)Z AE )¢
n

Cyan-Magenta 2.16 2.55 5.49
Point centré (33 niveaux) Cyan-Jaune 1.40 1.53 3.24
(clustered) Magenta-Jaune 1.50 1.68 5.18

Cyan-Magenta 2.29 2.48 4.13
Bayer (257 niveaux) Cyan-Jaune 2.51 2.71 4.78

Magenta-Jaune 1.60 1.75 3.49

Cyan-Magenta 3.30 3.79 7.11
Diffusion d’erreur Cyan-Jaune 2.21 2.57 5.86
Floyd-Steinberg Magenta-Jaune 2.09 2.38 4.79

Table 6.1: Ecarts colorimétrigueAE  moyens, écarts quadratiques moyens et écarts maximaux
dans I'espace CIELAB entre spectres mesurés et spectres prédits des combinaisons d’encres
cyan-magenta, cyan-jaune et magenta-jaune pour trois trames classiques.

Les spectres de transmission des 729 échantillons ont été mesurés avec un
spectrophotometre Colortron Il de la société LightSource. Pour chaque échantillon,
I'ordinateur compare le spectre mesuré et celui prédit par notre modele présenté au
paragraphe 6.4.1. Les calcules ont été opérés avec le logiciel Mathematica (voir [Wol91])
sur la base des résultats de simulation du support imprimé et des matrices de densité de
fluorescence. La Table 6.1 rassemble les résultats pour chaque série d’échantillons, don-
nant I'écart moyen, I'écart quadratique moyen et I'écart maximal dans I'espace CIE-
LAB. Pour mieux illustrer notre propos, les spectres de certains échantillons ainsi que
leurs spectres prédits sont reproduits dans les figures 6.17, 6.18 et 6.19 qui correspondent
respectivement aux combinaisons d’encres cyan-magenta, cyan-jaune et magenta-jaune.
Chaque combinaison d’encre a été tramée avec les trois méthodes de génération de demi-
ton: a points centrés (clustered), Bayer et Floyd-Steinberg. Afin de ne pas surcharger
I'exposé, on ne représente que les spectres de 5 échantillons par série de 81.

Sur I'ensemble des 729 échantillons, I'erreur de prédiction moyenne et de2.12

dans I'espace CIELAB, avec un écart maximaldet . L'étude des spectres des figures
6.17, 6.18 et 6.19 indique un défaut de mesure a 440 nm dd a une raie trés intense du
mercure située a 435 nm. On en déduit que le spectrophotometre Colortron Il ne donne
pas toujours des mesures satisfaisantes lorsqu’il est associé a un simulateur de lumiere
D50 formé de tubes fluorescents. D’autre part, les faibles rendements quantiques des
encres cyan et magenta impliquent un comportement fluorescent trés timide. Par consé-
guent, I'amélioration des prédictions grace a la mise en ceuvre de notre modele de fluo-
rescence s’avere minime. En moyenne, les prédictions faites pour la trame a points
centrés d'une part, et celles pour les superpositions des encres magenta et jaune d’autre
part, s’avérent meilleures que les autres.
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Combinaison cyan-magenta (fluorescent)

Clustered Bayer Floyd-Steinberg
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Figure 6.17: Spectre d’échantillons résultants de la superposition des films cyan et magenta (fluores-
cent) pour trois trames classiques: a point centré (clustered), Bayer et Floyd-Steinberg. Les niveaux
d’intensité des films sont indiqués par des nombres entiers compris entre 0 (pour une couverture totale
par I'encre) et 255 (pour I'absence d’encre). L'écart colorimétridiie entre le spectre mesuré (ligne
continue) et le spectre prédit (pointillé) a été calculé dans I'espace CIELAB.
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Combinaison cyan-jaune

Clustered Bayer Floyd-Steinberg
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Figure 6.18: Spectre d’échantillons résultants de la superposition des films cyan et jaune pour trois tra-
mes classiques: a point centré (clustered), Bayer et Floyd-Steinberg. Les niveaux d’'intensité des films
sont indiqués par des nombres entiers compris entre 0 (pour une couverture totale par I'encre) et 255
(pour I'absence d’encre). L'écart colorimétrigh& entre le spectre mesuré (ligne continue) et le spectre
prédit (pointillé) a été calculé dans I'espace CIELAB.
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Combinaison magenta (fluorescent)-jaune

Clustered Bayer Floyd-Steinberg
T V=95, Yo -
Niveaux: M=95, Y=223 dE=1.24 T Niveaux: M=95, Y=223 dE=1.63 T Niveaux: M=95, Y=223 dE=0.69
———- - =T
B 7 1 T 1 WS EEs
08 D= P —— A

\ 7 0.8 = \ / 0.8 /
0.6 y \ / \ p
\ / 0.6 \ / 0.6 \ /
0.4 0.4 N - N
0.2 hd 0.2 \’/ Z: \'//

ni
450 500 550 600 650 700 450 500 550 600 650 700 450 500 550 600 650 700

Niveaux: M=159, Y=159 dE=1.26 T Niveaux: M=159, Y=159 dE=2.16 T Niveaux: M=159, Y=159 dE=1.54

T peS N SN

04 04
0.2 0.2 0.2
0 nm 0 nm nm
450 500 550 600 650 700 450 500 550 600 650 700 ° 450 500 550 600 650 700
T Niveaux: M=223, Y=95 dE=0.61 T Niveaux: M=223, Y=95 dE=0.28 T Niveaux: M=223, Y=95 dE=0.74
1 1 / 1
08 P > 08 D . 08 P
06 — 06 e 06
0.4 04 o 0.4 ]
02 02 02
0 nm 0 nm nm
450 500 550 600 650 700 450 500 550 600 650 700 ° 450 500 550 600 650 700
T Niveaux: M=0, Y=63 dE=2.31 T Niveaux: M=0, Y=63 dE=1.92 T Niveaux: M=0, Y=63 dE=2.73
— I
1 o= ~= 1 = e 1 =
08 08 ; 08

e N 7/7 NS . / - . 7
0.2 - '\\_/ 0.2 N \_-/. o2 g |

0 nm 0 nm nm
450 500 550 600 650 700 450 500 550 600 650 700 0 450 500 550 600 650 700
T Niveaux: M=63, Y=0 dE=1.76 T Niveaux: M=63, Y=0 dE=1.78 T Niveaux: M=63, Y=0 dE=3.73
1 ~—— 1
It 1 ] 1 ==
0.8 0.8 v 0.8 7
/ , :
06 7 4 06 > H 06 - £
04 N j 04 S ; 0.4 7 .‘
Y/ N 7N
_ / p d Py
0.2 - A=/ 0.2 =3 V 0.2 =5 -
0 nm 0 nm 0 nm
450 500 550 600 650 700 450 500 550 600 650 700 450 500 550 600 650 700

Spectre mesuré——
Spectre prédit -----------

Figure 6.19: Spectre d'échantillons résultants de la superposition des films magenta (fluorescent) et
jaune pour trois trames classiques: a point centré (clustered), Bayer et Floyd-Steinberg. Les niveaux
d’intensité des films sont indiqués par des nombres entiers compris entre 0 (pour une couverture totale
par I'encre) et 255 (pour I'absence d’encre). L'écart colorimétridiie entre le spectre mesuré (ligne
continue) et le spectre prédit (pointillé) a été calculé dans I'espace CIELAB.
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6.5 Principaux résultats obtenus pour I'analyse de trame

Nous avons mis en place une nouvelle méthode d’analyse d’échantillons tramés. Ayant
mesuré la répartition du colorant a I'intérieur d’un point imprimé et connaissant la forme
de trame, nous sommes en mesure de déterminer la statistique de la répartition des quan-
tités de colorant pour tout échantillon. Cette opération est confiée a I'ordinateur qui, par
le biais d'une grille & haute résolution, simule le processus d’'impression et calcule la
densité de probabilité de la statistique.

Nous avons montré que la fonction de densité de probabilité est liée au spectre de
I’échantillon par I'intermédiaire de la transformée de Laplace. Le spectre de I'échantillon
se calcule en modulant par le spectre de transmission de I'encre la transformée de
Laplace de la densité de probabilité. Dans le cas d’un échantillon polychrome, la trans-
formée de Laplace devient multi-dimensionnelle, et chaque dimension doit é&tre modulée
par le spectre d’'une encre. Le probléme de prédiction a été scindé en deux, puisque
I'aspect spectral lié aux encres se trouve séparé de I'aspect géométrique lié a la trame. Le
traitement se complique en présence d’encres fluorescentes. Le produit des matrices de
fluorescence n’étant pas commutatif, on doit abandonner la transformée de Laplace au
profit d’'un calcul numérique moins élégant.

La méthode d’analyse fut appliquée avec succés a des échantillons tramés imprimés sur
un support transparent. Notre modéle permet de prédire, sur la base d’'un nombre res-
treint de mesures, les spectres de transmission de ces échantillons couleurs. Lerreur de
prédiction moyenneAE = 2.5 dans CIELAB) est proche de la limite de sensibilité de
I'ceil et de la reproductibilité du dispositif d'impression. Le modéle de prédiction, basé
sur une généralisation du modéle de Neugebauer et une extension de la loi de Beer,
nécessite qu’un soin particulier soit accordé a la mesure des spectres d’absorption des
encres. La nouvelle méthodologie et le cadre théorique mathématique que nous avons
mis en place constituent un outil puissant pour I'étude quantitative précise des couleurs
produites a l'aide de trames.



7.1 Extension de deux modeles classiques 135

cwerre: LES CcOuUleurs trameées sur papier

Au cours du chapitre 6, nous avons étudié les couleurs tramées sur transparent et mis en
place une méthodologie, ainsi que les outils mathématiques, destinés a I'étude des cou-
leurs produites a I'aide de trames. Le passage du transparent au support papier nécessite
la prise en compte de deux phénomeénes physiques supplémentaires: les réflexions multi-
ples internes et la diffusion de la lumiére a I'intérieur du réflecteur diffus. Dans I'exposé
qui suit, on présente un ensemble de solutions développées sur la base des éléments
introduits dans les chapitres précédents.

Dans toute notre étude, nous utilisons comme support un papier de haute qualité des-
tiné a I'impression jet d’encre. Sa structure correspond a celle du papier idéal présenté au
paragraphe 2.1.1: un substrat se comportant en réflecteur diffus (papier blanc ou poly-
mere) recouvert d’une barriere imperméable et d'un revétement transparent non fluores-
cent absorbant I'encre. Cette derniére couche est identique a celle que I'on trouve sur les
transparents utilisés dans nos études précédentes. Un tel support d'impression est le
siege de réflexions multiples internes qui, comme nous I'avons vu au paragraphe 3.4.2,
augmentent la densité optique. L'autre phénomeéne important, la diffusion de la lumiere,
induit 'apparition d’un halo coloré autour de chaque impact d’encre (voir [Wed95]). En
effet, la lumiére diffusée parcourt a l'intérieur du réflecteur une distance latérale
moyenne de 20 a 5Qm  avant d’étre renvoyée (voir [Oit93]). Ainsi un photon ayant
pénétré le papier par un point imprimeé peut en ressortir par un point non-encré. Les halos
colorés ainsi produits modifient la statistique des couleurs, et donc la teinte de I'ensem-
ble de I'échantillon imprimé. Retenons que la prédiction de la couleur imprimée sur
papier revient a déterminer la statistique et les spectres des teintes produites par le jeu
des divers phénoménes physiques (absorption, fluorescence, réflexions multiples et dif-
fusion) mis en jeu.

7.1 Extension de deux modeles classiques

Les modéles de Murray-Davis et de Clapper-Yule présentés au paragraphe 3.7 corres-
pondent a deux cas extrémes de l'influence de la diffusion de la lumiére. Dans le premier
cas, la distance de diffusion latérale de la lumiére est supposée tres petite devant la taille
des impacts. Un photon entre et ressort du papier par des zones comportant les mémes
guantités d’encre. Dans le second cas, la distance de diffusion latérale est treés grande par
rapport aux impacts d’encre. Le photon entrant peut alors émerger avec une probabilité
€gale par n'importe quel autre point du support. L'équation de Murray-Davis, d'une part,
et celle de Clapper-Yule, d'autre part, se généralisent aisément a I'aide de notre formula-
tion établie pour les modeles a deux flux.
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7.1.1 Murray-Davis étendu

Le modéle de Murray-Davis correspond a une moyenne de réflectances de teintes pon-
dérées par l'aire qu’elles occupent. Par hypothése, la diffusion s’opére sur une distance
négligeable devant la taille des impacts d’encre. Ainsi, la lumiére pénétrant le papier par
une zone ayant une densigé  de colorant, ressort par une zone ayant la méme densité de
colorant, comme si I'on avait & faire & une couche de taille infinie. En reprenant la formu-
lation du chapitre 6, la réflectangg®)  d’'un échantillon s’écrit, dans le cas monochrome,
de la fagon suivante:

RO\ = J':a(q) [R(\, g)dq (7.1)

OUR(\, g) estle spectre de réflectance des surfaces comportant une densité de colorant,
et a(g)dg est l'aire qu’elles occupent. Le calcul @&, q) pour les substances purement
absorbantes differe de celui pour les substances fluorescentes.

7.1.1.1 En présence de substances purement absorbantes

En présence d’'une substance purement absorbante respectant la loi de Beer et d’'un
support ne comportant pas d’agent fluorescent, la réflectance d’'un élément de surface
couvert par une densité surfaciqgge de colorant est donnée par la combinaison de la loi
de Beer avec la correction de Saunderson (voir paragraphe 3.4.2):

(1-r)(1-r;)exdg—4qin10 LE(A)]R,(A)

RA, Q) = rg+ 1-r,exd-4qin10EA)R (M)

(7.2)

ou e(\) est le coefficient d’extinction de la substance absorbante, la réflexion en sur-
face, r; le coefficient de réflexion interne de la couche transparent® (et la
réflectance du support. Le facteur a l'intérieur de I'exponentielle provient d’un facteur

2 d0 au trajet aller-retour dans le milieu absorbant, et du fait qu’'une lumiere diffuse
effectue en moyenne un parcouzs fois plus long qu’une lumiére collimatée (voir
paragraphe 3.5.5). En accord avec la loi de Beer, I'équation (7.2) se généralise pour un
meélange de trois encres:

(1-rg)(1—r;)exg—4In10{q;€,(A) + 0a€x(A) + 03€5(A))IRy(A)
1-r;exd—4In 100(q;€,(A) + 0,€5(A) + G3€5(A))] Ry(A)

RN, 03,02, 0g) = r+ (7.3)

ou lesqg, sont les densités surfaciques, ets|eg sont les coefficients d’extinction des
colorants. Le spectre de réflectance globale d’'un échantillon tramé imprimé avec trois
encres est donné par:

R(\) = J’ J’ I a(dy, 0, gz) CR(A, 05, d,, 3)dq, do,da, (7.4)
0J0JO

qui remplace la relation (7.1).
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Les expressions (7.2) et (7.3) étant relativement lourdes, on se tourne parfois vers le
modele empirique de Takahashi (voir paragraphe 3.4.3). Il mene a des équations plus
simples, mais introduit deux nouvelles constankes, met , devant étre déterminées expé-
rimentalement pour chaque combinaison d’encre et de support. Dans le cas mono-
chrome, la réflectance est donnée par:

R\, q) = exg—In10k(q e\)"] (7.5)

Pour un mélange de trois encres, le modele de Takahashi (voir paragraphe 3.4.3) méne a
I'expression:

RO\, Gy, 0z, 03) = exg—In100k(cy5(A) + 0e5(A) + ds€a(A))"] (7.6)
qui est plus simple que la relation (7.3).
7.1.1.2 En présence de substances fluorescentes

Si le papier ou une encre contient une substance fluorescente active dans le domaine
visible, le spectre de réflectan@g\, q) se calcule a I'aide de notre modéle de fluores-
cence mis en place au paragraphe 5.4.

En l'absence de diffusion, la réflectaneg\, q) se calcule a l'aide de trois matrices
comme nous I'avons montré au paragraphe 5.4.1. Onmpte  la matrice de réflexion du
substrat, eP, la matrice de passage du dioptre (voir paragraphe 5.2 et figure 5.16). On
poseM = A -F la matrice de densité de fluorescence du colorant dans le revétement
transparent, olA  est la matrice diagonale correspondant a I'absorpton et  la matrice
triangulaire inférieure correspondant a I'émission par fluorescence. Un colorant pure-
ment absorbant a une matriee nulle. Pourj et les vecteurs des spectres de la lumiére
respectivement incidente et émergente a la surface du papier, on a les relations:

Eu pdzex{%“ *ﬂcﬁ@m " YaOn @)
OF -MO | O3 OV wd GOJ

j = (V+WR)OT+URY) O (7.8)

ou les flux i(0) etjO) au niveau du réflecteur diffus sont liés par I'expression
j(0) = Ryi(0). On en déduir(r, q) par la division terme a terme des composantes des vec-
teursi ef

RO = {{%’ (7.9)

Pour traiter le cas d’'un mélange de trois encres, il suffit de remplacer les relations (7.1)
et (7.7) respectivement par:
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RQA\) = I _[ _[ a(qy, g, 9z) CR(A, gy, 0y, 03)dq, dg,da, (7.10)
0J0JO
O M, -F,0 Owm, -F,0 [Om, -F,O U
BD=F’dDE‘><IOD P oim+0 %2 2m,+0 ° 2o EB(O)D (7.11)
0o OF, -M,0° OF, -M,0° 0OF; -M,0° | G0

= o Y5O
v wO G(00

ou q,, g,, g3 sont les densités respectives des trois colorantayl,et A, -F, ,
M, = A,—F,, My = A;—F; leurs matrices de densité de fluorescence. Le calcul de
R(\, 05, 05, G5) Se fait avec les relations (7.8) et (7.9). Toutes ces équations se généralisent
facilement pour un nombrg d’encres. Dans le cas d’'une superposition des encres (sans
mélange), il faut décomposer I'exponentielle de matrice en produit d’exponentielles
comme nous I'avons vu au paragraphe 5.4.4. Si la lumiére traverse d’abord la couche du
colorant1 , puis celle du colorant et finalement celle du cologant avant d’étre reflétée
par le papier, 'équation (7.11) s’écrit:

O _F. O —F. O —F.O O
ED: Py bet{EMl F1 ml} EBX{EMZ F [q% [Ex;{EM:* Fa Eq% EE(O)D (7.12)
0o OF, —M,0 OF, —M,0 OF; —M,0 | GO0

7.1.2 Clapper-Yule étendu

Contrairement au modele de Murray-Davis, celui de Clapper-Yule suppose une diffu-
sion latérale opérant sur une distance grande par rapport a la taille du point imprime.
Pour mieux saisir la distinction, suivons le chemin parcouru par la lumiere. Le flux de la
lumiére incidente passe le dioptre séparant I'air du milieu transparent contenant les
encres. Suivant la position sur le papier, la lumiére rencontre plus ou moins de molécules
absorbantes avant d’atteindre le réflecteur diffus. Ce dernier réalise, par le biais de la dif-
fusion latérale, un mélange de I'ensemble des flux incidents, et renvoie en tout point le
méme rayonnement moyen. Les flux ascendants traversent a nouveau la couche conte-
nant les encres et le dioptre, sur lequel une partie de la lumiere est reflétée en interne, et
reprennent le parcours des flux descendants. D’un point de vue probabiliste, on dit qu'un
photon pénétrant le papier par une zone donnée a une densité de probabilité uniforme
d’émerger par tout autre point du support.

Nous sommes en mesure de décrire ce comportement a I'aide d’'un produit de quelques
matrices. Considérons un modele a deux flux, ou le vedteur désigne le spectre du flux
de lumiére diffuse incident @t le spectre du flux de lumiere diffuse émergent. La traver-
sée du dioptre se modélise grace a une matrice de pasgage = comme nous I'avons mon-
tré au paragraphe 5.2. La lumiére se propageant dans la couche contenant les encres est
soumise a I'action des colorants qui s’exprime mathématiquement a I'aide de I'exponen-
tielle de matrice. On notg(0) le flux descendant arrivant sur le support apres avoir tra-
versé une couche contenant une quantité de colorant. On note également le flux
moyen émanant du réflecteur diffus. Les grandgs j(0)et sont liées par I'équation:
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IO = Ryf a(@ig0)da (713)

ou R, est la matrice de réflexion du support. Tous ces élements conduisent a la relation
suivante:

BB = Py qwa(q) bep{%vl -+ Eq} EHq(O)Equ (7.14)
go 0 OF -MO | Gjo)O

La résolution de I'équation (7.14) sous la contrainte (7.13) n’a pas été traitée dans le cas
général. Nous reviendrons sur ce point au paragraphe 7.2, ou nous traiterons lgjcas de
ne prenant qu’'un nombre restreint de valeurs.

Pour l'instant, nous limitons notre développement aux encres ne présentant que deux
niveaux de densit§ =0 ef=1 . Sous cette restriction, on se propose de trouver une
généralisation de I'équation classique de Clapper-Yule vue au paragraphe 3.7.5. Allé-
geons la notation en posant a1) ,d'asa = a0 .De plus, on introduit pour des rai-
sons de symétrie les flux(x)  €fx)  correspondant aux flux ascendants traversant une
couche de densit§ = 0  respectivement 1 . La relation (7.14) se transforme pour
prendre la forme suivante:

0 0
0 0
0 O d (0)
o 3P 0 g |29 48 BO(O)E
e - . Hrexp EO 0 Hogong (7.15)
0,0 H . . M —FH 0,00
00 Ho P, B o 0 O
OO0 g d 0 F -M 010000

Dans le cas d’une diffusion telle que celle du modele de Clapper-Yule, le réflecteur diffus
opere la moyenne de tous les flux incidents et renvoie en tout point de sa sudace le
méme spectre:

10(0) = 11(0) = Ry((1-a)ic(0) +aiy(0)) (7.16)

Les fluxj,(0) etj,(0) sont égaux et correspondent a une moyenne pondérée des flux inci-
dents multipliée par la matrice de reflectarge  du support. Les pondérations sont les
aires occupées par les deux densités d’encre. La matrice de passage deRjioptre  est
celle de la relation (5.38), et la réflectance globrje se déduit des flux en surfaces a
I'aide de I'expression:

RO\ = JI((—;‘; ol j=(l-a)jo+aj, et i=ip=i, (7.17)

Rappelons qué correspond au spectre de la lumiére incidente. La structure bloc diago-
nale des matrices de I'égalité (7.15) permet d’écrire:
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o 0O O O
BOD EAO BO 0 E BO(O)D
é(ﬁ: ECO DOA B EDQO((SE (7:18)
0o oo g gt o
g 0O C,D,;0 0,00

Cette derniere relation est équivalente a celle obtenue en regroupant les flux ascendants
d’'une part et les flux descendants d’autre part:

O O 0 0
@E EAO 0By, O E @0(0)E
0o= Eg '?)13 il ED Dl(g)D (7.19)
H(H 0 ° "0 BO( &
g0 00 C 0 D,0 0,00
En ajoutant la contrainte (7.16), on fait disparaitre les incong@es j,(0)et
O O O O i O
Bl B 0
0m=p2 % % Biggg '_1(0) . O (7.20)
E% ECO 0Dy O E %Rg((l—a)lo(0)+all(0))D
OO0 00 C 0 D0 Ry((1-a)ig(0) +ai,(0))T
La relation (7.20) peut a son tour étre mise sous une forme plus claire:
O O 0o 0 0
@io% EAO 0 By 0 0 E|d o 0 o0 g @O(O)%
dH=pg0% A 0 Bigp0ld 0 ° Hno Dl(o)m (7.21)
H‘% 0C, 0 D, 0 000 0 R{1-a)Rald G[,00
O O o 0 g,0
g 00¢C 0D, 000 0R1-aRag n,00

Apres avoir effectué le produit matriciel dans I'équation (7.21), on regroupe les termes
relatifs a un méme flux, ce qui permet de scinder la matrice et de se ramener a deux équa-
tions de dimension plus petite:

O (7.22)
G0 O ByR§l-a) A;+B;Ral 0,00

O - O 0
E‘H =0 Co*DoR{1-a)  DoRga 0o %0(0)5 (7.23)
GO O DyR{l-a) C,;+D,Ral 00,000

Grace aux équations (7.22) et (7.23), il nous est possible, sous réserve d’inversibilité de
la matrice (7.22), d’exprimer les flux émergefds jget en fonction des flux incidents
eti, :
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-1
0 - 00 - 0
E%: DCO+DOR61 a) DgRja DEDA0+BOR51 a) BgR,a o DH‘% (7.24)
00 0O D,R¢l-a) C,+D;Rabl 0 B,R(l-a) A;+BRal 0O
De la, on reprend la relation (7.17) pour calculer la réflectar@e du systeme.

L'ensemble du calcul est long et fastidieux. Son développement a été confié au logiciel
Mathematicgvoir [Wol91]). En limitant notre solution aux encres purement absorbantes

(M diagonale etF =0 ), on aboutit & I'équation (3.55) de Clapper-Yule vue au
paragraphe 3.7.5. Les résultats algébriques intermédiaires de la démonstration ne présen-
tant aucun intérét, on n’en retiendra que la démarche suivie. Nous approfondirons ce
point au paragraphe 7.2 dans le cadre de notre modele de prédiction avancé.

Notons qu’en présence d’échantillons comportant trois encres, I'équation (7.14) se
transforme en une intégration triple, et le terme exponentiel comporte alors trois matri-
ces:

(7.25)
0 o o o M, —F, O M, —F, (0
5D= P a(q, g, 09 Cexpd *  ‘rggt+...+0 3 [%ql,qz,% da.da,d
o e ol o3 62 9 {DFl Vs VIS s R T

La aussi, I'exponentielle de la somme des trois matrices doit étre remplacée par le pro-
duit des trois exponentielles, si les colorants forment des couches distinctes superposées.
Pour ne pas surcharger cet exposé, nous ne présentons pas le calcul d’une relation de
Clapper-Yule pour trois encres. Une méthodologie générale sera présentée au
paragraphe 7.2.

7.2 Modele avancé

La diffusion de la lumiere implique la prise en compte du voisinage. On entend par la
gue la teinte d’'un point ne dépend pas uniquement de la densité locale de colorant, mais
également de I'état d’encrage de ses voisins. Un rayon incident sur une zone encrée peut,
par le jeu de la diffusion, émerger par une zone non-encrée ou couverte par une autre
encre. Les modéles abordés au paragraphe 7.1 forment les cas extrémes: dans celui de
Murray-Dauvis I'influence des voisins est nulle, dans celui de Clapper-Yule 'ensemble de
la surface imprimée intervient.

Nous proposons d’établir un modéle plus général prenant en compte l'influence des
voisins se trouvant a I'intérieur d’un rayon d’action qui dépend des propriétés du réflec-
teur diffus. La distance latérale moyenne parcourue par un rayon a l'intérieur du papier
étant de 20 a 5@m  (voir [Oit93]), on estime le rayon d’action a environ@®0 . Cette
valeur donne l'ordre de grandeur de la zone d’influence de la diffusion. Pour un disposi-
tif d’impression ayant une résolution de 300 dpi, un tel rayon d’action correspond a la
distance séparant les centres de deux impacts d’encre juxtaposeés.
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Le spectre d’'un échantillon tramé se détermine en deux étapes de traitement. La pre-
miere est un décompte semblable a celui effectué pour le support transparent. On déter-
mine pour chaque élément de surface la combinaison d’encre qui le recouvre afin
d’établir un histogramme des densités. La diffusion de la lumiére dans le support conduit
a prendre en compte les densités d’encres dans la zone d’influence autour de chaque élé-
ment de surface. Ainsi, hous sommes amenés a construire, pour chaque combinaison
d’encres, un histogramme caractérisant les densités d’encres dans la zone d’influence de
la diffusion. La seconde étape opere le calcul du spectre sur la base des résultats du
décompte et des propriétés physiques des encres et du papier.

7.2.1 Construction des histogrammes

Pour construire I'histogramme  des densités, on fait appel, comme au paragraphe 6.1,
a des plans de pixels, un par encre, sur lesquels on aura préalablement tracé les impacts
des gouttes d’encre avec leur profil de concentration. Un pixel modélise I'état d’encrage
d’un élément de surface. Pour chaque position) , on détermine les densités des diffé-
rents colorants en présence grace aux valeurs stockées dans les pixels, leur décompte
permettant la construction de I'histogramme  des densités. Ces opérations sont identi-
gues a celles effectuées pour les supports transparents (voir paragraphe 6.2).

Figure 7.1: Plan de pixels a haute résolution sur lequel on simule I'impression. Les lignes
épaisses correspondent a la division du plan en points d’une imprimante idéale. L'élément de
surface représenté par le pixel noir subit, par diffusion de la lumiére, I'influence des voisins
contenus dans le cercle représentant la zone d’'influence du phénoméne. Le rapport entre le
rayon et le c6té des grands carrés correspond a celui d'un dispositif de résolution 300 dpi.

La diffusion de la lumiére implique la prise en compte autour de chaque élément de
surface d’'une zone d’influence (voir figure 7.1). Pour bien aborder ce probléme, clari-
fions les notions de voisinage et de voisin. On désigne par voisinage du(pixel les
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éléments de surface dont le centre est contenu dans le cercle cengréysur et ayant
pour rayon le rayon d’action de la diffusion. On désigne par voisixig un élément
de surface faisant parti du voisinage(gey)

Nous savons qu’a I'intérieur d’un voisinage, tous les voisins n’ont pas la méme impor-
tance. Leur poids décroit exponentiellement avec la distance qui les sépare de I'élément
de surface étudié (voir [Oit93] et [Gus95] pp. 81-87). En toute rigueur, il faut procéder a
un décompte des voisins pondéré par une fonction exponentiellement décroissante.
L’histogramme ainsi obtenu, noté , caractérise la composition du voisinage. Le traite-
ment décrit s’apparente a la convolution opérée dans les modéles avancés vus au
paragraphe 3.7.6.

La prise en compte rigoureuse du voisinage de chaque élément de surface conduit & un
traitement trés lourd consommant une grande quantité de ressources informatiques.
L'expérience nous a montré qu’une telle précision n’est pas nécessaire. Une approxima-
tion en apparence grossiére suffit a rendre compte de l'influence de la diffusion avec une
précision suffisante. Remarquons qu’un élément de surface donné n’est soumis de fagcon
significative gu’'a l'influence de neuf points du dispositif d'impression: celui auquel
appartient I'élément de surface et les huit points voisins sur la grille d'impression. Sur la
figure 7.1, ces points sont délimités par les lignes épaisses. Dans un prétraitement, on
détermine la contribution moyenne de chaque point du dispositif d'impression. Le
décompte des voisins se résume a la lecture de neuf valeurs précalculées qui sont pondé-
rées en fonction de la distance séparant I'élément de surface du centre des points (voir
figure 7.1). En accord avec les études antérieures déja mentionnées, la fonction de pon-
dération suit une loi exponentiellement décroissante. Rappelons que la somme des neuf
coefficients de pondération doit donner 1.

AN v

7TTIN

Figure 7.2: Contribution des huit voisins et du point courant a la lumiére dif-
fusée qui émerge sous I'élément de surface représenté par le petit carré noir.
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Ainsi, en parcourant I'ensemble du plan de pixels, on construit pour chaque combinai-
son dep encresq,,...,q,) I'histogramme(qy,..., q,) de la composition du voisinage.
On noteraN (q,...,9,95,--..q),) la fraction de voisins couverts par la combinaison
(4., q,) . Par conséquent, I'histogrammeéa;,...., g,) vérifie:

X...zN(ql,...,qp;q'l,...,q'p) =1 (7.26)

q; dp

A présent, nous disposons d’une fonction caractérisant de fagon statistique le voisinage
d’'une combinaison d’encres donnée.

7.2.2 Calcul du spectre

Le calcul du spectre de réflexion d’'un échantillon couleur tramé nécessite la connais-
sance des propriétés physiques des encres et du papier, ainsi que les informations statisti-
gues sur les aires occupées par les differentes combinaisons d’encres (histogramme ) et
la composition des voisinages (histogrammes ). La méthodologie suivie est celle que
nous avons déja utilisée au paragraphe 7.1.2 lors de I'étude de I'extension du modeéle de
Clapper-Yule.

Matrice de passage P, . —_— —_— Dioptre
du dioptre | | | | | |

Matrices des %I\/II —HE X . - ‘1% . Couche
couches . : . . - infinitésimale
infinitésimales ~ BFr ~MilJ v \ {

Matrice de réflexion R S,ubstrat
du substrat 9 réflecteur
diffus

Figure 7.3: Modélisation des flux de lumiere dans un échantillon
tramé imprimé sur un papier idéal. Les échanges de lumiére entre deux
zones encrées differemment se font exclusivement dans le substrat

Comme dans les études précédentes, on désigne par le nombre d’encres et par le
nombre de niveaux de densité pris en compte pour chaque encre. Au total, on considere
un nombret = n° de combinaisons d’encres. Chaque combinaison se définitpar le -
uplet des quantitées d’encres,, ..., q,) ou lgs ne prennentrque  valeurs distinctes.
Soientt flux descendants notgs tet flux ascendants motés 1avea . On admet
qgue les fluxi, etj, ne traversent qu'une combinaison d’encre, et que I'échange de
lumiére entre deux zones encrées differemment se fait par la diffusion dans le réflecteur
(voir figure 7.3). Ainsi, pour chaque couple de flyx jet associé a une combinaison
d’encres(q,,...,q,) , On pose une relation du type suivant:
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O 0 —F O O
%'D= P, Cex EMl Fl[ql+ +EMP Fpmp El%i'(o) (7.27)
0,0 OF, -M,0 OF, -M,07] 0,00
O O
_ DA BOHOF
0OC, DO 0,00
ou P, représente la matrice de passage du diopg, le flux descendant a la surface du

réflecteur,j,(0) le flux ascendant a la surface du réflectenr, et  la matrice de densité de
fluorescence de I'encre . Les équations obtenues pour les différentes combinaisons
peuvent se regrouper en une seule équation comportant une matrice bloc-diagonale:

i gne g0
dig @0 0 g HiOp

o-d=0d 0 oo - o (7.28)
00 O 00

OO O O A, B, 0 00D

00 O 00

DIID D Ct Dt D DJI(O)D

Un changement de base permet de regrouper d’'une part les flux descendants et d’autre
part les flux ascendants. La relation (7.28) se transforme pour donner:

|
00 gA o 0B 0 F 0
B0, 7L, T 0E
do-go% _ AlO0 B HAOQ (7.29)
HiE 0 c 0D, 0 O LOF
o 1o gh
0,0 o | U 5,00
J¢ 0o CtI 0 D, O j(0)

Les flux ascendantg(0) au niveau du réflecteur diffus sont liés aux flux descendants
i(0). Connaissant la statistigwe()  des voisins de la combinaison d’encres , on peut
exprimer chaqueg,) en fonction dggo) . Nous allons adopter pour résoudre ce pro-
bleme une approche probabiliste a I'image de celle proposée par Arney dans [Arn97].
Posons3 la probabilité qu’'un photon soit diffusé dans le réflecteur. La probabilité de ne
pas subir de diffusion est dg.-g) . Et la probabilité pour qu’un photon descende par le
flux i (0) et remonte par le flux0) estégal@an (k) ,og:k) est la fraction des voi-
sins de la combinaison qui est couverte par la combinaison d’ekcres . De fagon géné-
rale, le fluxj,(0) s’exprime comme une combinaison linéaire des {yx

\(0) Rg[(l—ﬁ) 0,0) + BDZN ( ;k)ik(O)j (7.30)

Ry [(L=B) + BN (D) T1(0) + B N (159300



146 Chapitre 7: Les couleurs tramées sur papier

ou R, est la matrice de réflexion du support et les coefficients scalaires correspondent a
des probabilités de passage d’'un canal a un autre. Le coefficient associé au canal joue
un réle particulier, puisqu’il comporte deux parties. La premiere correspond aux photons
qui n’ont pas subi de diffusion significative, quant a la seconde, elle représente les pho-
tons ayant subi une diffusion et provenant de voisins couverts par la méme combinaison
d’encres. La relation (7.30) s’écrit pour les  flux ascendaids..., j,(0) et les équations
obtenues forment la matrice suivante:

0 O
%1(0)5 DPL]-RQ PlthgD a
0.08=8 . o . go:.0O (7.31)
0 0 g g O
000 gPR, .. PRy D

ouP, . estla probabilite de diffusion du cangb)  vers le cgya) . Sur la diagonale,
onar,, = (1-B)+BN (1) et partout ailleurs , = BN (I;k)

Les équations (7.29) et (7.31) se combinent aisément pour faire disparaitre les incon-
nues;j,(0) . PosonA la matrice de la relation (7.31), alors I'égalité (7.29) revient a:

0 0 !
Eilg 0 A1 0, B 05 E Id 0 | Egl(o)g
B0, "L, LB, 0 L0 BRI
Jdo-g 0 A0 B0 adl OO0 g4
5.5 0 c ol D, 0 0 | BH.08
T
00 g o ¢! o p, O U ' 0 0.0)0
|

Apres avoir effectué le produit matriciel de I'équation (7.32), on peut extraire les pre-
mieres lignes de la matrice obtenue pour exprimeriles en fonction@gs a l'aide
d’'une matrice plus petite:

0 0
3g gmn 3808
D:E % O I:)I',k'BI'R@l E 0 : %
%'D: 0 ArtPLIBIRy DI:Hk(O)D (7.33)
0.0 o : 00. 0O
a0 o Pr.cBeR . 5 B0

I", K=k g
t O A’[+Pt,tBth 0 «(0)

On procede de facon similaire pour exprimerjles en fonction @gs
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dc,+pP, ,D,R O

0 0 1 1,1~1"%g 0 0
Hd H . P «D/Ry 0 0.0
i : 05§
0o~ 0 Ci+Py DRy DEHK(O)D (7.34)
0.0 O : 00. 0
50 @ P kDyR . 080

Jt D g Ct + Pt’tDth |:| t(o)

PosonsG la matrice de I'équation (7.33)+et  la matrice de I'équation (7.34). Si  est
inversible, leg, s’expriment linéairement en fonction iges

T
T

(7.35)

o o o o o T
e o [ i
I
T
8.L
ooodhooo
o i o [ o

-
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Rappelons que les fluxinciderits sont identiques et égaux au spectre de la lumiére
incidente. Grace a la relation (7.35), on en déduit le vecteur form§ des . Le spectre de
la lumiére reflétée s’obtient en pondérant les vectgurs  par lesaires  occupées par les
différentes combinaisons d’encres. Ces informations sont contenues dans I’histogramme
des densitég, = a(l) . Le coefficient de réflexirp) de I'échantillon se calcule en divi-
sant terme a terme les composantes du vegteur par celles du vecteur

a

RN =X o0 = (ay.an..ay)

) et i=ipg=..=1i (7.36)

Ooogho
Ooooooo

-

Ainsi, nous sommes en mesure de prédire le spectre d’échantillons tramés qui subis-
sent 'effet de la diffusion de la lumiére dans le support. La probabilité de diffysion et
le rayon d’action du phénomene de diffusion forment un couple de parametres autorisant
la prise en compte d’'un large éventail de configurations. Le modele de Murray-Davis
correspond a une probabilité de diffusion nytle 0, pour laquelle les matrices (7.33)
et (7.34) sont bloc-diagonales. A I'opposé, la modélisation de Clapper-Yule correspond a
une probabilité de diffusion dg@ = 1 et a un rayon d’action infini. Cela implique que
tous les histogrammes de voisinage) sont égaux a I'histogrammme  des densités de
colorants. La matrice (7.31) aalors lignes identiques toutes égédgs.aa,,..., a,) , ce
qui correspond a la contrainte (7.16) sur les flux au niveau du réflecteur diffus vue au
paragraphe 7.1.2.
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7.3 Résultats expérimentaux du modéle avancé

Notre modele avancé a été appliqué a la prédiction d’échantillons couleurs tramés pro-
duits a l'aide de deux encres imprimées sur un papier de haute qualité pour I'impression
a jet d’encre. Les spectres des réflexions des échantillons produits ont été mesurés a
I'aide d’'un spectrophotomeétre, puis comparés aux spectres prédits par notre modeéle.

Le choix du support s’est porté sur le papier J21 de la société MPA déja utilisé lors de
I'étude des encres fluorescentes sur papier (voir paragraphe 5.4.3) et dont le spectre de
réflexion apparait a la figure 5.17. Le dispositif d'impression est une imprimante de
bureau Deskjet 560C de la société Hewlett Packard. On a réalisé deux séries d’échan-
tillons, I'une avec une trame a points centrés comportant 33 niveaux d’intensité, l'autre
avec une trame Bayer comportant 257 niveaux. Les niveaux d'intensité sont répartis sur
un diapason allanted0 a 255 ou, par convention, O représente un recouvrement total du
support par I'encre et 255 I'absence d’encre. Pour limiter le nombre d’échantillons, on
réduit I'étude aux niveaux 0, 63, 127, 191 et 255. Disposant des encres cyan (C),
magenta (M) et jaune (YY), on produit pour chaque trame une série de 25 échantillons
pour chacune des combinaisons CM, CY et MY, soit un total de 75 échantillons par
trame. Notons que la méme trame s’applique aux encres superposées, et qu'il n'y a pas
de déphasage entre les films.

Le dispositif de mesure, schématisé dans la figure 7.4, est identique a celui utilisé dans
le cadre des encres fluorescentes sur papier. La lumiere provient d’'une source tungsténe a
halogene de la société Light Source. Son spectre a déja été mesuré et représenté dans la
figure 5.18. Grace a une spheére d’intégration, I'échantillon est soumis a un éclairage dif-
fus. Le spectre résultant de I'échantillon se mesure a I'aide d’un spectroradiometre INS-
TASPEC Il de la société Oriel.

Spectroradiométre Sphére d'intégration

Echantillon

Diffuseur —

Source tungsténe a halogene

Figure 7.4: Dispositif de mesure des spectres par réflexion.

L'étude des encres a déja été faite au paragraphe 6.4.2. La source utilisée ne produisant
guasiment pas de rayonnement UV, I'encre magenta est la seule a produire une lumines-
cence significative dans le domaine visible. Cette absence de photons UV permet égale-
ment de négliger l'influence des azurants optiques contenus dans le papier.
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Pour chaque encre, on tient compte de cing densités différentes: la premiére correspond
a l'absence d’encre et les autres aux densités moyennes d’un impact, de la superposition
de deux impacts, de celle de trois impacts et de celle de quatre impacts. La géométrie du
dispositif d’impression ne permet pas d'aller au-dela d’'un chevauchement de quatre
impacts. Ainsi, pour la superposition de deux encres, on doit prendre en compte 25 com-
binaisons d’encres.

Les matricesv de densité de fluorescence sont de dimebdierb4 . Un systéeme a
25 combinaison d’encres impliquerait le passage par un lourd calcul numériqgue deman-
dant l'inversion d'une matrice de dimensidi850x 1350  (voir équation (7.35)). En
I'absence de fluorescence, un tel calcul n’est pas nécessaire puisque chaqgue bande spec-
trale peut faire I'objet d’'un traitement séparé. On ramene alors les dimensions de la
matrice a inverser @5x 25 . Dans certaines combinaisons, la lumiére émise par lumines-
cence d’'une encre est totalement absorbée par une autre encre. On peut dans un tel cas
négliger la fluorescence et se ramener a des encres purement absorbantes. Dans les confi-
gurations restantes, le nombre de combinaisons d’encres est ramené a cing, ce qui limite
la taille des matrices a traiter a la dimens23i9x 270

N’ayant pas acces directement a la probabifité  qu'un photon soit diffusé vers un
autre élément de surface, on estime sa valeur sur un échantillon de test monochrome a
'aide d’'une méthode de recherche opérationnelle basée sur la descente de gradient.
L'optimum g = 0.9 fut appliqué au calcul de tous les spectres prédits.

7.3.1 Les résultats

Le calcul des différents histogrammes a été opéré avec le programme déja utilisé pour
les supports transparents vus au paragraphe 6.4.2. Comme dans I'étude antetetre,
plans de1280x 1280 pixels simulent le supportet 5 densités sont prises en compte
par encre. D’ou un total de 25 teintes pour lesquelles le programme détermine les aires
gu’elles occupent et la composition de leurs voisinages. Dans cette étude, le voisinage
est formé du point courant de I'imprimante et de ses huit voisins. Pour chaque échan-
tillon mesuré, le spectre de réflexion a été calculé a I'aide de notre nouveau modéle rece-
vant en entrée les résultats de simulation et les propriétés physiques des encres et du
papier. Les écarts colorimétriques entre spectres mesures et predits sont déterminés dans
I'espace CIELAB et rassemblés dans la Table 7.1. Pour mieux illustrer ces chiffres, la
figure 7.5 regroupe I'ensemble des spectres mesurés et prédits obtenus avec les échan-
tillons cyan et jaune tramés par la méthode Bayer.
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n

Trame Cc:jr,r:at:]lg?ézon AE moyen i;(AE)Z AEyax
n

Cyan-Magenta 4.86 5.48 11.04
Point centré (clustered) Cyan-Jaune 3.82 4.23 7.85
(33 niveaux) Magenta-Jaung 6.45 7.05 11.61

Cyan-Magenta 6.24 7.60 15.28
Bayer (257 niveaux) Cyan-Jaune 6.35 7.14 14.50

Magenta-Jaune 7.05 7.73 13.65

Table 7.1: Ecarts colorimétrigueAE  moyens, écarts quadratiques moyens et écarts maximaux
dans I'espace CIELAB entre spectres mesurés et spectres prédits des échantillons tramés impri-

MEs sur papier.

On constate que 'erreur de prédiction est inférieunE & 7
tels écarts colorimétriques correspondent a ceux obtenus avec d’autres méthodes qui
combinent les modeles classiques en associant par exemple les équations de Neugebauer
et celle de Clapper-Yule (voir [Kan94]). Notons que nos erreurs de prédiction restent
supérieures a celles rencontrées avec les techniques cellulaires qui ne s’élevent qu'a
AE = 3 (voir paragraphe 3.7.3). Une analyse plus détaillée des écarts colorimétriques va

nous informer sur les sources d’erreurs.

dans toutes les séries. De
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Bayer
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Figure 7.5: Spectre de réflexion d’échantillons résultants de la superposition des films cyan et jaune tra-
més par la méthode Bayer et imprimés sur un papier de haute qualité pour dispositifs a jet d’encre. Les
niveaux d'intensité des films sont indiqués par des nombres entiers compris entre O (pour une couverture
totale par I'encre) et 255 (pour I'absence d’encre). L'écart colorimétrisfie entre le spectre mesuré
(ligne continue) et le spectre prédit (pointillé) a été calculé dans I'espace CIELAB.
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7.3.2 Analyse des résultats

L'analyse des écarts de prédiction montre que la principale source d’erreur n’est pas
imputable au modele de prédiction. Pour illustrer notre propos, on considére les deux
échantillons cyan-jaune correspondant aux niveaux C=191, Y=255 d’'une part et C=191,
Y=0 d’autre part. Le premier échantillon ne comporte qu’une couche tramée d’encre
cyan. Le second est formé avec la méme couche de cyan entiérement recouverte par une
couche jaune non-tramée. Les spectres des deux échantillons ont été mesurés et représen-
tés dans la figure 7.6.

C=191, Y=255

VARG
] N /

0.2
0 nm
450 500 550 600 650 700
R C=191, Y=0
1
0.8 /

VAN
/

o
nm
450 500 550 600 650 700

Figure 7.6: Spectres de réflexion mesurés des échantillons cyan-
jaune C=191, Y=255 et C=191, Y=0 imprimés sur papier J21.

Nous avons vu lors de I'étude des encres de I'imprimante (voir figure 6.14) que, dans la
bande 600-700 nm, le cyan absorbe et le jaune est transparent. Ainsi, lors d’'une superpo-
sition d’encre cyan et d’encre jaune, seule I'absorption du colorant cyan modifie le coef-
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ficient de réflexion entre 600 et 700 nm. Observant les deux spectres de la figure 7.6, on
constate que I'absorption dans la bande considérée est plus grande lorsque les impacts
cyan sont couverts de jaune.

Ce phénomene est causé par I'engraissement du point cyan dd au solvant de I'encre
jaune. Notre dispositif d’impression projette d’abord les gouttes cyan et ensuite les jau-
nes. Dans l'intervalle de temps séparant I'arrivée des deux gouttes, I'impact cyan n’a pas
séché et le solvant de I'encre jaune permet au colorant cyan de s’étaler un peu plus a
I'intérieur du papier. On montre aisément que dans de telles conditions, a quantité cons-
tante de colorant, I'absorption observée augmente.

Bien que le papier ait le méme revétement que I'un des transparents utilisé dans les étu-
des antérieures, seules les prédictions sur papier présentent des erreurs importantes. Le
phénomene se produit également sur transparent mais I'écart colorimétrique engendré
n'est pas aussi important. Rappelons qu’un rayon traversant un transparent parcourt en
moyenne 2 fois son épaisseur, alors qu’un rayon réfléchi par un papier aura parcouru en
moyenne 5 fois I'épaisseur du revétement transparent. Le trajet parcouru dans le papier
étant plus long, le phénomeéne se trouve amplifié.

Notre simulation a I'aide de plans de pixels ne tient pas encore compte de cet engrais-
sement du point imprimé, causant d’'importantes erreurs de prédiction. Il faudra inclure
le phénomeéne d’engraissement dans la simulation avant de tirer une conclusion quant a
la validité de la méthodologie suivie. Pour I'instant, les éléments dont nous disposons ne
remettent pas en cause notre modéle.

7.4 Principaux résultats obtenus sur papier

Ce chapitre opére la synthése de tous les outils que nous avons mis en place aupara-
vant. On y regroupe les résultats obtenus pour les couches d’encres uniformes et ceux
obtenus pour les imprimés tramés. Partant de la formulation matricielle, nous avons mis
en équations le systeme encres-papier et exprimé le phénomene de diffusion de la
lumiére a I'aide du rayon d’action de celle-ci et d’'une probabilité de diffusion. Connais-
sant ces deux parameétres phénoménologiques ainsi que la géométrie de la trame
employée, l'ordinateur détermine la probabilité pour qu’un photon soit diffusé et émerge
au travers d’'une combinaison d’encres différentes de celle rencontrée lorsqu’il a pénétré
'imprimé. Nous avons admis qu’apres I'impression il n’y avait aucune interaction entre
les différentes molécules de colorant et que la superposition de deux impacts conduit a
un mélange des encres. En combinant ces informations aux propriétés physiques des
encres et du support papier, notre modéle prédit le spectre d’'un échantillon polychrome
tramé avec une erreur moyennexte= 7 dans I'espace CIELAB. Notons qu’en prenant
pour les parametres de diffusion les valeurs correspondant a I'absence de diffusion d’'une
part et celles correspondant & une diffusion a grande distance d’autre part, nous avons
retrouveé respectivement les équations classiques de Murray-Davis et Clapper-Yule.
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Les erreurs de prédiction sont supposées provenir d'un engraissement de certains
points imprimeés, provoqué par la superposition d’'une deuxiéme goutte d’encre sur une
goutte déja imprimée sur le support. Cette hypothéese doit encore étre confirmée par
d’autres expériences, comme par exemple une coupe transversale du papier imprimeé.
Elle donnerait plus d’informations quant a la répartition et au mélange des encres dans le
support. Toutefois, la prise en compte de ce phénomene d’engraissement devrait amélio-
rer trés sensiblement la qualité des prédictions.

L'outil théorique semble bien rendre compte du phénomeéne physique. Par contre, son
implémentation informatique pourra encore faire I'objet d’améliorations visant a dimi-
nuer la taille des matrices a traiter sans sacrifier la précision des prédictions.
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Conclusion

Partant d’'un tour d’horizon des principaux outils de prédiction couleur, nous avons
cherché a reprendre les idées sous-jacentes pour en opérer une synthese. En premier lieu,
nous avons mis en place une nouvelle formulation mathématique permettant d’exprimer
dans un méme cadre tous les modeles de prédiction classiques. De plus, I'utilisation de
notre formulation simplifie les équations et leurs résolutions autorisant un regard plus
intuitif sur les systemes étudiés. Nous avons traité en détail le cas des milieux a gradient
d’absorption et de diffusion, qui mene, dans le cadre classique de la théorie de Kubelka
et Munk, a de lourds calculs algébriques.

En exprimant dans ce nouveau cadre des phénoménes faisant jusque la I'objet d’'un
traitement séparé, nous avons étendu le champ d’application de la théorie de Kubelka et
Munk. La mise sous forme matricielle de I'équation de passage d’un dioptre nous a con-
duit a retrouver I'équation de Saunderson et d’expliquer les non-linéarités de I'absorp-
tion observées sur les papiers de haute qualité. En discrétisant les équations intégro-
différentielles caractérisant la fluorescence d’une substance, nous avons pu les mettre
sous forme matricielle et les introduire dans notre formulation. Grace a cela, les spectres
d’échantillons formés de couches uniformes de substances fluorescentes déposées sur
transparent ou papier peuvent étre prédits avec une précision suffisante. Lerreur
moyenne de prédiction est d’envirpa = 2

Les couleurs produites a l'aide de trames introduisent une difficulté supplémentaire,
puisque les couches d’encre ne sont plus uniformes. La premiére approche s’est faite en
traitant les impressions sur transparent. Cela nous a permis d’établir les outils nécessai-
res a I'étude des trames. On notera en particulier I'utilisation de plans de pixels sur les-
quels sont tracés les impacts des gouttes d’encre afin de simuler I'état de la surface
imprimée. Nous avons également généralisé la formulation de certains modeles de pré-
diction de couleurs tramées, comme par exemple celui de Neugebauer. De plus, nous
avons montré que pour des supports transparents I'information spectrale liée aux encres
se sépare de l'information géométrique liée a la trame grace a une transformée de
Laplace. Les spectres prédits s’écartent en moyenne d’'une qusmtité.5 par rapport
aux spectres mesures.

Les idées ainsi dégagées se sont avérées tres utiles lorsque nous nous sommes intéres-
sés a l'impression sur papier. La synthése des résultats antérieurs et une nouvelle inter-
prétation probabiliste de la diffusion de la lumiére ont conduit & la création de notre
modele de prédiction général. Toujours basé sur notre formulation, il permet de retrouver
comme cas particuliers la relation de Murray-Davis d’'une part, en I'absence de diffusion,
et celle de Clapper-Yule d’autre part, dans le cas d’une diffusion a grand rayon d’action.
Les spectres calculés avec cette méthode présentent des déviations desEodre par
rapport aux spectres mesurés sur les échantillons réels. Nous supposons que la majeure
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partie de I'erreur peut étre éliminée par la prise en compte d’'un phénomene parasite pro-
pre a la technologie jet d’encre. Cette hypothése devra étre vérifiée a l'aide d’autres
expériences. Il faudra également analyser I'état de mélange des encres dans le support
sachant que le spectre résultant en dépend. De plus, certaines étapes du calcul de prédic-
tion exigent de lourds traitements numériques qui pourraient faire I'objet de simplifica-
tions significatives sans perte de précision.

Notre nouvelle formulation nous a permis de regrouper dans un méme modele les prin-
cipaux résultats classiques connus dans la littérature: loi de Beer, modéle de Kubelka et
Munk, réflexions multiples, correction de Saunderson, fluorescence, modéle de Neuge-
bauer, Murray-Davis, Clapper-Yule, diffusion de la lumiere dans le papier. On arrive
ainsi a une vue plus synthétique et globale des systémes étudiés. Notre modele s’appli-
gue a toute technologie d’'impression, mais il doit étre augmenté pour tenir compte des
particularités de chacune.

Ainsi, partant des propriétés physiques des encres et du papier, on pourra rapidement
calculer les spectres d’'un millier d’échantillons qui serviront a construire une table de
correspondance entre les consignes données a I'imprimante et les teintes reproduites. Le
modéle servira également au développement de nouveaux jeux de tests, ainsi I'impres-
sion et la mesure d’'un nombre restreint d’échantillons bien choisi permettront de retrou-
ver les propriétés physigues des encres et du papier, sans faire appel a des instruments
trés sophistiqués.
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Glossaire

Absorption: Produit du coefficient d’absorption par la distance que la lumiéere parcourt
dans le milieu absorbant.

Canal: Portion d’angle solide a l'intérieur de laquelle on considére un flux de
lumiére (voir égalemeritux).

CIELAB: Espace colorimétrique défini par la Commission Internationale de I'Eclai-
rage (CIE), dont les points sont repérés grace a un axe de luminance L, un
axe vert-magenta a* et un axe bleu-jaune b*.

Clustered:  Terme anglais pour désigner les trames a points centres.

Conversion interne Relaxation non radiative d’'une molécule passant d’'un état électro-
nigque excité a un niveau vibrationnel de son état fondamental.

Dioptre: Surface séparant deux milieux d’indices de réfractions différents.

dpi: Abréviation dedots per inch signifiant points par pouce. Unité couram-
ment utilisée pour indiquer la résolution d’'une imprimante.

Eclairement: Grandeur photométrique correspondant a la valeur locale du rapport entre
le flux recudg, et I'aire réceptrices  (unitéw M ).

Effet de bande Artefact produit par des trames ne disposant que d’'un nombre limité de
niveaux d’intensité. Le nom de cet effet est d0 a I'apparition de bandes
dans lI'image tramée. Ces bandes correspondent au passage d’'un niveau
d’intensité a l'autre.

Elément de surfaceDésigne une trés petite portion d’'une surface. L'élément de surface
est souvent de forme carrée et ses propriétés physiques sont supposées
constantes sur toute son étendue.

Encre primaire: Encre dont dispose le dispositif d’impression.

Epson Fabricant de matériels informatiques (vaip://www.epson.com/ ).

Film: Couche d’encre trameée.

Flux: Valeur instantanée du débit de rayonnement (unité: watt). On considére
souvent le flux se propageant a l'intérieur d'un canal (voir également
canal).

Fonctions colorimétriqgues Fonctions résultant de I'expérience d’égalisation des cou-
leurs monochromatiques (terme anglais: “matching functions”; voir
[Gou91l] pp. 12-19).

Fonction de phaseFonction indiquant l'intensité relative diffusée dans chaque direction
de I'espace.


http://www.epson.com
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Fonction d’'onde: En mécanique quantique, le comportement des particules est décrit par
une fonction appelée fonction d’onde.

Gretag: Fabricant d’appareils de mesure pour I'industrie graphique (upty/
www.gretag.ch ).

HP: Hewlett-Packard, société américaine spécialisée en électronique et en
équipement informatique (voiktp:/www.hp.com ).

Impact: Trace laissée sur le support lors de I'impression d’'un point. Cette trace a
souvent une forme tres différente de cellgodint

Indice d’extinction: Partie imaginaire de I'indice de réfraction. Cette grandeur caracté-
rise 'absorption d’'un milieu.

Indice de réfraction: Rapport entre la vitesse de la lumiére dans le vide et celle dans un
milieu donnén = ¢y/c .

Intensité lumineuse Valeur locale du rapport entre le flupy ~ émis et I'angle solide
dans lequel il est émis (uniw@/sr ).

Lambertien: Se dit d'un réflecteur diffus daminanceconstante.

LightSource: Société produisant des instruments de mesure pour I'industrie graphique
(voir http://iwww.ls.com ).

Ligne de résonanceRaie du spectre de fluorescence pour laquelle le photon absorbé a la
méme fréquence que le photon émis.

Luminescence Terme général englobant les phénomenes d’émission de lumiere par
fluorescence et par phosphorescence.

Luminance: On définit la luminance (ou radiance) d’'une source d’'@ge  dans le pin-
ceau d’'angle solidew , faisant un angle avec la normalesde |, le rap-
port (d%)/(dsOdw Ccosd) ol ¢ est le flux émis par la source (unité:
W/ (nf Csr)).

Mathematica: Logiciel de mathématiques produit par la société Wolfram Research Inc.
(voir http://www.wolfram.com ).

Matrice de densité de fluorescencéVatrice caractérisant les propriétés d’absorption et
d’émission d’une substance fluorescente (voir paragraphe 5.3.1).

Miroir de Pritchard : Miroir percé d’un petit trou auquel on adapte une fibre optique
pour mener la lumiére a un détecteur.

Moment: On appelle moment d’ordre  d’une variable aléatoire  I'espérance de
X'
MPA: Société spécialisée dans I'impression digitale (Wafr//www.mpa.ch ).

PhophorescenceEmission luminescente qui se manifeste par une émission lumineuse
persistant un temps assez long (quelques millisecondes a plusieurs jours)
apres la fin de I'excitation.


http://www.gretag.com
http://www.gretag.com
http://www.hp.com
http://www.mpa.ch
http://www.wolfram.com
http://www.ls.com
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Pixel: Contraction de I'expression anglaifeécture Elementdésignant un élé-
ment d'image souvent tres petit.

Point: On réserve ce terme pour désigner le point d’'une imprimante, c’'est-a-dire
le plus petit élément de surface théoriquement adressable par le dispositif
d’'impression. Les points sont souvent représentés par des carrés.

Polarisabilité: Rapport entre le moment dipolaire induit dans un atome ou une molécule
et le champ électrique inducteur (unig&m®> ).

Primaire (encre): Voir encre primaire
Primaire (teinte): Voir teinte primaire
p-uplet: Ensemble ordonné de éléments.

Quenching Se dit de tous les phénomeénes parasites conduisant a une forte diminution
du rendement quantique.

Radiance  \oir luminance

Relaxation: Synonyme de désexcitation.

Rendement quantique Fraction de I'énergie absorbée restituée par voie radiative.
Section efficaceGrandeur ayant les dimensions d’une surface.

Sihl: Société spécialisée dans le production de papiers et de supports d'impres-
sion spéciaux (voitittp://www.sihl.ch ).

Stocks shift Décalage entre la bande d’excitation et la bande d’émission d’'une subs-
tance fluorescente.

Taux de couverture Fraction de I'aire occupée par une encre.

Teinte primaire: Teinte dont on connait le spectre.

uv: Abréviation d’Ultra Violet. Ensemble des rayonnements électromagnéti-
gues de longueur d’'onde comprise entre 1 et 400 nm.

Varian: Fabricant d’'instruments d’analyse (voitp://www.varian.com ).

Weratten: Filtres de la société Kodak frabriqués a base de gélatine Kupi

www.kodak.com ).

3M: Société de l'industrie chimique trés présente dans le secteur des polymeé-
res et des films de haute qualité (vaip://www.3m.com ).


http://www.sihl.ch
http://www.varian.com
http://www.kodak.com
http://www.kodak.com
http://www.3m.com

160 Glossaire




Notations

161

Notations

Formes générales:

ab ..z
ab, ..,z
ab, ..z
A,B,....Z

Constantes scalaires ou fonctions scalaires.
Primitives des fonctions, b, ..., z
\ecteurs.

Matrices.

Constantes et fonctions définies:

a(q)

Id

-
%)

O »n u

La quantitéa(qdq est I'aire de la surface couverte par une densité surfaci-
gueq de colorant.

Matrice identité.

Flux descendant dans la théorie de Kubelka et Munk.

Flux ascendant dans la théorie de Kubelka et Munk.

Coefficient d’absorption dans la théorie de Kubelka et Munk.
Primitive dek(x) dans la théorie de Kubelka et Munk.

Moment d’ordrel  d’une variable aléatoire.

Nombre d’Avogadros.022016° .

Histogramme des combinaisons d’encres voisines de la combinaison

Fraction des voisins de la combinaison d’endres qui sont couverts par la
combinaisork .

Probabilité de diffusion du cang{o)  vers le can@)
Coefficient de réflexion interne.

Coefficient de réflexion de Fresnel d’un rayon arrivant avec une incidence
8 sur le dioptre qui sépare le milieu amont d’incide de réfractipn  du
milieu aval d’indicen, (voir paragraphe 3.3.1).

Coefficient de réflexion en surface.
Coefficient de diffusion dans la théorie de Kubelka et Munk.
Primitive deg(® dans la théorie de Kubelka et Munk.

Rendement quantique d’'une substance fluorescente.
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X

a

B

Epaisseur de la couche diffusante dans la théorie de Kubelka et Munk.
Histogramme des aires occupées par les différentes densités de colorant.

Probabilité pour qu’un photon soit diffusé dans le support.

Fonctions mathématiques:

Ci

pgcda, b)
ppcn(a b)

3(X)
N

|_|(Xi)
i=1

Indique la classe d’une fonction. Une fonction est dite de classe  si elle
esti fois dérivable et si sa dériv&"€est continue.

Nombre de combinaisons den éléments parmi éléments:
dng _ m!
Chl ™ (m=n)nt”

Fonction de Hankel de seconde espece et d’ordre

Fonction de Bessel de premiére espece et d’ordre
Transformée de Laplace de la fonctig) L (p) = J':a(q) CeaPdq .
Logarithme naturel.

Logarithme de base 10.

Polyndme de Legendre de premiéere espéce et d'drdre . Ces polynbmes
|
sont donnés par la relati®yx) = —%I— Dil[(xz—l)']
211 dx

Plus grand commun diviseur de etide

Plus petit commun multiple de et de

Fonction (ou distribution) de Dirac.

Fonction porte qui prend la valeur sur l'intervalle ouv%rg, %E oet
partout ailleur.

Produit den termes de forme générale

Produit de convolution.
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