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Résumé

Pour assurer la fidélité des couleurs reproduites par une imprimante, on fait appel
tables de calibration produites sur la base des mesures d’un grand nombre d’échan
Dans le cadre de ce travail de thèse, un modèle de prédiction couleur est dévelop
vue de calculer les teintes de ces échantillons sans avoir à les produire et à les m
Connaissant la trame ainsi que les propriétés physiques des encres et du support u
notre modèle est en mesure de prédire les spectres des imprimés. Il a été appliq
imprimantes de technologie jet d’encre.

Nous avons mis en place une nouvelle formulation mathématique grâce à laque
problèmes se posent de façon plus générale, facilitant les calculs et le raisonnemen
tif. Dans ce cadre, notre modèle opère la synthèse de phénomènes faisant jus
l’objet de traitements séparés. De plus, plusieurs cas particuliers aboutissent aux
tions classiques connues dans la littérature.

Le nouveau cadre mathématique simplifie l’étude des milieux formés de cou
d’encres uniformes. Notre résolution du problème classique de Kubelka et Munk re
à calculer l’exponentielle d’une matrice, et le cas des milieux à gradient d’absorptio
de diffusion se traite à l’aide de la méthode des perturbations. Une matrice de pass
dioptre modélise les réflexions multiples causées par un changement d’indice de r
tion. La relation de la correction de Saunderson se démontre aisément à partir de
matrice. Notre formulation ramène également l’expression mathématique du phéno
de fluorescence à des équations permettant de prédire les spectres d’encres fluore
appliquées sur transparent ou sur papier. On montre qu’alors l’état de mélange des
et l’ordre dans lequel la lumière les traverse influence considérablement le spectre
tant.

La prise en compte des trames nous a conduit à généraliser le modèle classique d
gebauer, de sept à un nombre infini de couleurs primaires. Par la même occasion,
blème de prédiction a été scindé en un aspect géométrique lié à la trame et un
spectral lié aux encres. La partie géométrique se traite en simulant les impacts d
sur le support à l’aide de plans de pixels, quant à la partie spectrale elle décou
l’étude des couches d’encres uniformes. Dans ce cadre, la diffusion de la lumière d
support s’exprime en termes probabilistes et ne touche que l’aspect géométriqu
reprenant les plans de pixels, l’ordinateur détermine les probabilités pour qu’un ph
incident à travers une couche d’encre donnée émerge à travers une autre. Pour un
sion à faible rayon d’action, le calcul aboutit à la relation classique de Murray-Da
alors que pour un rayon d’action élevé il conduit à celle de Clapper-Yule.

La qualité de nos prédictions est pour l’instant équivalente à celle d’autres outils,
notre nouvelle approche est nettement plus avantageuse grâce à sa généralité,
physique et l’élégance de sa formulation mathématique.
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Abstract

In order to guarantee good colour reproduction, modern printers use very large ca
tion tables based on the measurement of large sample sets. In this thesis, we aim a
lishing an accurate colour prediction model which is able to compute the spect
theses samples without printing and measuring them. Knowing the halftoning algor
and the physical properties of the inks and the paper, our model can predict the spe
printed samples. It was applied to ink-jet printers.

We set up a new mathematical formulation which expresses the problem in a more
eral framework that simplifies calculations and reasoning. Our model combines va
phenomena which were treated separately until now. Furthermore, several part
cases lead to classical solutions known in the literature.

The new mathematical framework simplifies the study of media composed of su
posed uniform layers. We show that the classical Kubelka-Munk problem is solve
computing the exponential of a matrix, and that the case of stratified media with var
absorption and scattering coefficients is addressed using the perturbation meth
refractive surface crossing matrix modelizes multiple internal reflections caused
change of the refractive index. The Saunderson correction formula can easily be de
from this matrix. Our formulation allows also to handle fluorescence and predicts
spectra of fluorescent inks applied on transparency or on paper. We demonstrate th
mixing of the inks and the sequence in which light passes through the layers ha
important influence on the resulting spectrum.

Considering halftoned samples, we have generalized Neugebauer’s 7-primaries
in order to take an infinite number of primaries into account. This allowed us to split
prediction problem into a geometric aspect and a spectral aspect. The geometrical
addressed by the use of a large pixel grid on which the ink impacts are simulated, an
spectral part results from the study of superposed uniform layers. In this framew
light scattering is expressed in a probabilistic way and concerns only the geome
aspect. Using the pixel grid, the computer determines the probability for a photon e
ing the printed medium through a given ink combination to emerge through anothe
combination. If light is scattered only over short distances the algebraic calculation
to the Murray-Davis equation, and if light is scattered over long distances the calcul
leads to the Clapper-Yule relation.

The accuracy of our predictions is as good as that of existing models, but our
approach is better due to its generalized framework, its physical base and the elega
its mathematical formulation.
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Préface

Le développement de la bureautique a ouvert l’édition de documents au grand p
Cette transformation a été rendue possible grâce à l’émergence de l’informatique p
nelle et le développement technologique de petits dispositifs d’impression: les im
mantes. Au début, lentes, bruyantes, de résolution médiocre et monochromes, elle
devenues des systèmes de haute technologie, rapides, silencieuses, à haute réso
en couleurs. Cette évolution a posé de nouveaux défis, dont celui de la fidélité des
leurs reproduites. Alors que dans l’impression traditionnelle, la qualité repose s
savoir-faire de l’imprimeur, les imprimantes modernes se doivent d’arriver au m
résultat sans l’intervention d’un opérateur. Actuellement, les imprimantes sont calib
en mesurant un grand nombre d’échantillons imprimés qui servent à établir des tab
correspondance entre les consignes de commande et la teinte reproduite. Un tel s
est lourd à mettre en œuvre et peu fiable dans la durée. En effet, la construction
table de correspondance nécessite au moins 1000 échantillons qui doivent être pr
et mesurés, opérations longues et coûteuses. De plus, la table obtenue ne sera vala
pour le support et les encres ayant servi à produire les échantillons. Un changem
l’un de ces éléments invalide toute la table de correspondance. Pour contourner c
blème, on cherche à générer automatiquement ce type de table à l’aide d’un mod
prédiction couleur. Au lieu d’utiliser des grandes quantités d’échantillons réels, les
nées nécessaires à la construction de la table sont calculées sur la base des pr
physiques des encres et du support.

L’objet de cette recherche est la mise en place d’un modèle de prédiction couleu
ble. Pour délimiter le domaine d’investigation, on a choisi comme dispositif d’impr
sion les imprimantes à jet d’encre. Leur relative simplicité permet de contrôler
principales étapes du processus d’impression.

Après une introduction faisant un bref rappel sur la colorimétrie et l’impress
(chapitre 1 et chapitre 2), nous ferons le tour des principales théories de prédictio
couleurs au chapitre 3. Visant à suivre une progression logique, nous irons des mo
simples aux plus complexes tout en faisant apparaître leurs liens et articulations. P
des lois de l’absorption de Beer et de la réflexion de Fresnel, nous aborderon
réflexions multiples avant de passer au phénomène de diffusion de la lumière qui a
au célèbre modèle de Kubelka et Munk. Nous poursuivrons par les phénomènes d
rescence qui interviennent dans la reproduction couleur par le biais d’encres fluore
tes et des azurants optiques du papier. Les couleurs imprimées étant souvent obte
l’aide de trames, les imprimeurs ont mis en place divers outils pour calculer les car
ristiques de leurs trames en vue d’une teinte à reproduire, le plus connu étant le m
de Neugebauer. Il s’agit souvent de méthodes de prédiction qui ont servi à établ
tables de correspondance entre teintes et caractéristiques de trame. Nous les ver
derniers.
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Les modèles de prédiction évolués souffrent de leurs lourdeurs mathématiques.
utilisant, on est rapidement confronté à des équations compliquées qui interdisent
vue d’ensemble et une compréhension intuitive. Pour éviter cet écueil, nous allons m
en place au chapitre 4 une nouvelle formulation mathématique basée sur l’alg
linéaire. Les systèmes d’équations différentielles linéaires du premier ordre son
sous forme de matrices et leurs solutions sont données sous forme d’exponentie
matrices. Nous montrerons comment cette nouvelle écriture permet de résoudre
facilement des problèmes connus dont l’approche classique comportait de lourds
ments algébriques.

Notre formulation ouvre de nouvelles perspectives pour les modèles à deux
comme celui de Kubelka et Munk. Le chapitre 5 abordera les milieux à forte conce
tion, les réflexions multiples causées par un changement de l’indice de réfraction
milieux comportant des substances fluorescentes. A chaque fois, le cadre donné pa
formulation allège les écritures et simplifie la résolution des équations. Nous retro
rons comme cas particuliers plusieurs résultats classiques qui, dans la littérature ac
font toujours l’objet d’études distinctes. L’accent sera mis sur la prédiction des cou
en présence de substances fluorescentes appliquées sur transparent ou sur papi
verrons comment modéliser le comportement de telles substances à l’aide de matr
nous comparerons les résultats de prédiction ainsi obtenus avec les spectres des
tillons réels.

La prise en compte des trames augmente de façon significative la complexité des
de prédictions. Dans une première approche présentée au chapitre 6, nous tra
l’impression sur transparent dont l’étude dégagera une méthodologie montrant les m
les traditionnels sous un nouveau jour. En particulier, l’état de la surface imprimée
simulé à l’aide d’un plan de pixels permettant le calcul des aires occupées par les
rentes combinaisons d’encres. Nous validerons la modélisation proposée en confr
à nouveau prédictions et mesures expérimentales. La technique mise en place p
imprimés tramés monochromes et polychromes sur transparent servira à ab
l’impression tramée sur papier. Le chapitre 7 opérera la synthèse de tous les élé
élaborés dans les parties antérieures avec une modélisation du phénomène de la d
de la lumière dans le papier. On aboutira à un modèle général basé sur notre formu
et capable de résoudre le problème de prédiction posé par les impressions coule
mées sur papier. Nous verrons que le modèle général contient les différentes sol
particulières connues dans la littérature. La qualité des prédictions s’évaluera en co
rant les spectres de réflexion prédits avec ceux mesurés sur les échantillons réels.
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CHAPITRE 1 Rappels de colorimétrie

Ce chapitre introduit le vocabulaire et les notions de colorimétrie utilisés dans la sui
l’exposé. La première partie est consacrée à la lumière, suivie d’une présentatio
l’œil humain. Cela permettra d’introduire les espaces de représentation des cou
couramment utilisés. Cette partie est inspirée des chapitres de colorimétrie de plu
ouvrages de référence: [Jud75], [Hun88], [Wys82].

1.1 La lumière

La lumière désigne l’ensemble des ondes électromagnétiques auxquelles l’œil hu
est sensible. La fréquence centrale de ces ondes se situe aux environs de 5.1014 Hz et
comprend les longueurs d’onde entre 400 et 700 nm. Traditionnellement, on subd
cette bande en trois: de 400 à 500 nm pour la partie bleue notée B (Blue), de 500
nm pour la verte notée G (Green) et de 600 à 700 pour la rouge notée R (Red). Le
des voisines du spectre visible sont d’une part celle des ultra-violets (notée UV) alla
400 à 1 nm et d’autre part celle des infra-rouges (notée IR) allant de 700 à 106 nm. Les
rayonnements UV, dont les photons ont une énergie supérieure à celle des photon
bles, jouent un rôle particulier. Nous y reviendrons à plusieurs reprises, entre autres
le cadre des phénomènes de fluorescence.

On caractérise une lumière par lespectre des intensitésdans le domaine du visible:
c’est-à-dire l’ensemble des carrés des amplitudes des ondes électromagnétiques
gueurs d’ondes comprises entre 400 et 700 nm. En général, le spectre de la lumièr
ble est continu. Dans le cas particulier d’une longueur d’onde unique, on parl
rayonnement ou de lumière monochromatique. Dès à présent, il faut distinguer la
leur, qui est une sensation visuelle, et la lumière qui se définit par sa courbe spe
Nous verrons dans une section ultérieure qu’il est possible d’avoir la même sens
visuelle pour des spectres différents.

La perception de rayonnements électromagnétiques résulte de l’action de trois o
unesource lumineuse, unfiltre de lumière et uncapteur:

• On appellesourcetout objet émetteur de rayonnements. On notera par la suite
courbe spectrale d’émission de la source. Cela nous amène à définir la températ
couleur d’une source, comme étant la température à laquelle il faut porter un c

nm

400 500 600 700

UV B G R IR

Figure 1.1: Spectre visible

E λ( )

TC
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noir pour obtenir la même couleur que celle de l’illuminant. Le soleil, par exem
correspond à un corps noir porté à une température de 5500 K, une lampe à inca
cence à un corps noir à 3000 K. Les illuminants standards définis par la Commi
Internationale de l’Eclairage (CIE) sont donnés dans la Table 1.1 (d’après [Wys82
143-145, [Hun88] pp. 96-99, et [Kan97] pp. 15-17). Les illuminants et sont to
bés en désuétude au profit de la série des illuminants .

• Un filtre de lumièrese définit comme un objet absorbant partiellement ou totalemen
rayonnement. Il en existe des types très différents de par leur mode d’action
réflexion (objets en couleur), par transmission (filtres au sens classique), par abso
(milieux gazeux) et par diffusion (surfaces peu lisses). Néanmoins, on peut définir
chacun la filtrance notée , comme le rapport, pour chaque longueur d’onde, en
quantité de lumière restituée et la quantité de lumière reçue. Dans la grande ma
des cas elle varie entre 0 et 1. Lorsque vaut 1, le rayonnement n’est pas absorb
vaut 0, il est entièrement absorbé.1 La lumière d’une source de spectre qui sub
l’action d’un filtre a pour spectre: . Pour distinguer les familles de sp
tres, on définit six filtres colorés idéaux (“block filters”) et deux filtres achromatiq
(blanc et noir) qui sont représentés dans la figure 1.2. Le noir désigne l’absor
totale de lumière, on a alors sur l’ensemble du spectre. Le blanc, au cont
n’absorbe rien sur toute la bande visible ( ). Quant aux filtres chromatiques
n’absorbent qu’une partie du spectre. Deux filtres sont dits complémentaires
somme de leurs filtrances donne 1 dans le domaine visible. Les huit spectres de
donnés par la figure 1.2 sont en général désignés par l’initiale de leur nom an

Désignation Modèle pour:

2856 K Source incandescente à filament de tungstène
(Utilisée dans les instruments de mesure).

4874 K Correspond à la lumière du soleil à midi (sans
composante UV).

6774 K Approximation de la lumière du jour (soleil et
ciel, mais sans composante UV).

5003 K Lumière du jour par ciel blanc couvert (stan-
dard de l’industrie graphique).

5503 K Lumière du soleil combinée à celle du ciel.

6504 K Lumière du jour par ciel bleu dégagé (stan-
dard pour la lumière du jour).

7504 K Lumière du jour très bleue, dite “north-sky
light”.

Table 1.1: Illuminants standard de la CIE

1. Une filtrance supérieure à 1 implique un transfert d’énergie entre longueurs d’ondes. Nous verrons dans le c
la fluorescence qu’il faut alors étendre la notion de filtrance.

B C

D

TC

A

B

C

D50

D55

D65

D75

F

F F

E λ( )

F λ( ) F λ( ) E λ( )⋅
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F λ( ) 1=
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rouge (Red), vert (Green), bleu (Blue), noir (blacK), cyan (Cyan), magenta (Mage
jaune (Yellow) et blanc (White).

• La chaîne de la perception se termine par lecapteurqui est un appareil capable d
transformer un flux de lumière en signal dont l’amplitude est en liaison avec l’inten
du flux. Un capteur est plus ou moins sensible à certaines longueurs d’onde. O
caractérise par une courbe de sensibilité notée qui varie entre 0 et 1. La sens
est maximale pour  et nulle pour .

La réponse du capteur de sensibilité à une lumière de source filtrée
 est donnée par la relation fondamentale (1.1):

(1.1)

La réponse du capteur résulte d’une intégration sur l’ensemble du spectre visibl
détecteur opère une moyenne dont les pondérations sont données par sa courbe d
bilité .

Les propriétés de l’intégration sont telles que deux filtres et distincts p
vent produire la même réponse du capteur sous un éclairage donné, et
réponses différentes sous un autre éclairage. Dans ce cas, les deux filtres sont ditméta-
mères.

1

nm500 600400 700

1

nm500 600400 700

1

nm500 600400 700

1

nm500 600400 700

1

nm500 600400 700

1

nm500 600400 700

1

nm500 600400 700

1

nm500 600400 700

Rouge (R) Vert (G) Bleu (B) Noir (K)

Cyan (C) Magenta (M) Jaune (Y) Blanc (W)

Filtres Complémentaires

Figure 1.2: Spectres des filtres idéaux rouge, vert, bleu, noir, cyan, magenta,
jaune et blanc. Les filtres noir et blanc sont dits achromatiques alors que les autres
sont dits chromatiques. Chaque filtre est désigné par une abréviation donnée entre
parenthèses qui correspond à l’initiale du nom anglais.

V λ( )

V 1= V 0=

R V λ( ) E λ( )

F λ( )

R V λ( ) F λ( ) E λ( ) λd⋅ ⋅∫=

V λ( )

F1 λ( ) F2 λ( )

R E λ( )
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1.2 La synthèse

Jusqu’à présent, nous avons raisonné avec une source unique et un filtre u
L’action combinée de plusieurs sources et de plusieurs filtres ouvre la porte à la syn
de nouveaux spectres colorés. Nous distinguerons la synthèse additive et la sy
soustractive.

1.2.1 Synthèse additive

Si trois sources , et éclairent un même filtre, cela revient à n’av
qu’une seule source vérifiant la relation: . Le spectre de
lumière résultant est égale à la somme des spectres des sources: ce phénomène se
la synthèse additive. Si l’on considère des sources ayant les spectres de la figure 1
peut déduire le résultat de certaines combinaisons:

B+R = M B+G = C R+G = Y C+R = B+G+R = W etc.

Cette forme de synthèse est utilisée pour la reproduction couleur sur les écrans v
Le faisceau électronique excite de petites cellules phosphorescentes rouges, ve
bleues. L’œil ne peut pas les séparer et ne perçoit que la lumière résultant de la com
son additive des trois sources.

1.2.2 Synthèse soustractive

Plaçons nous à présent dans le cas d’une source unique et de plusieurs
, , et placés devant la source. Ici, on n’ajoute pas de lumière, au c

traire, chaque filtre en enlève. Si on se reporte à la relation fondamentale (1.1), o
déduit que le spectre de la lumière résultante vérifie
Par conséquent, la multiplication est la loi de combinaison des filtres.
paragraphe 3.2.2, nous ferons la liaison avec l’addition des densités optiques. Puisq
filtres retirent de la lumière, ce phénomène est traditionnellement appelé synthèse
tractive. De même que précédemment, on peut retrouver grâce à la figure 1.2 ce
résultats de combinaisons des filtres:

C · M = B C · Y = G M · Y = R C · R = K etc.

La synthèse soustractive se produit, par exemple lors de l’impression couleur, q
plusieurs couches d’encre se superposent. Chaque couche se comporte comme un
agit comme tel sur la lumière incidente.

E1 λ( ) E2 λ( ) E3 λ( )

E λ( ) E λ( ) E1 λ( ) E2 λ( ) E3 λ( )+ +=

E λ( )

F1 λ( ) F2 λ( ) F3 λ( )

E' λ( ) E' λ( ) F3 λ( ) F2 λ( ) F1 λ( ) E λ( )⋅ ⋅ ⋅=
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1.3 La vision humaine

La vision humaine ne se réduit pas aux seules fonctions réceptrices de l’œil. Nou
rons que la perception est accompagnée d’un traitement opéré par le cerveau. Par
quent, la vision s’étudie comme une activité du couple œil - cerveau (voir [Wan95
387-402).

Les principales parties de l’œil sont données par la figure 1.3. La lumière entre
l’œil par la cornée qui forme la partie frontale de l’enveloppe externe. Le flux lumin
est régulé par l’iris qui joue le rôle du diaphragme. La mise au point optique est as
par une lentille à géométrie variable appelée cristallin. Puis la lumière traverse le
vitré, une gelée transparente qui occupe le volume interne de l’œil, avant d’atteind
rétine. Là se trouvent les cellules photoréceptrices qui transforment les signaux op
en influx nerveux. Le nerf optique se charge de transmettre toutes les informatio
cerveau qui procédera à leur interprétation.

La rétine contient une couche de cellules photoréceptrices sur laquelle l’imag
forme. On y distingue deux types de cellules photosensibles: les bâtonnets et les
Les premières sont responsables de la vision à faible niveau d’énergie (vision noc
dite scotopique et vision à niveaux de gris) et ne voient pas les couleurs. Les sec
sont responsables de la vision diurne (photopique) colorée, on les appelle cônes.
divisent en trois catégories, respectivement sensibles au bleu, au vert et au rouge.
déduit une propriété fondamentale pour la suite: la perception de la couleur est un p
mène à trois degrés de liberté, dont nous n’avons pas conscience car notre cervea
prète les signaux pour les traduire en sensation de couleur. Par conséquent, les esp
représentation des couleurs seront à trois dimensions.

Pour 3% des humains, la couleur n’a que deux dimensions. Ils sont dichromates,
des trois catégories de cônes réagissent aux même longueurs d’onde. Il existe au

Figure 1.3: Schéma de l’œil humain



6 Chapitre 1: Rappels de colorimétrie

oir et

t le
jet. Il
t avec
r que
ettant en

ception

ne des

te la
l sub-

ême

ieurs

es les

ins, la
t à l’ori-
ste, il
sur ce
quatre

ar nos

s. On

).

(voir
achromates, très rares, qui ont leurs trois cônes identiques. Ils ne voient qu’en n
blanc, car pour eux la couleur n’a plus qu’une dimension.

La perception de la couleur fait l’objet d’études depuis plusieurs siècles. C’es
monde artistique qui par l’intermédiaire des peintres s’intéresse en premier au su
s’agissait alors de dégager les règles du beau et de l’agréable à l’œil. Mais c’es
Newton que débute l’étude scientifique des couleurs. Il faudra attendre 1853, pou
Grassmann énonce une série de lois basées sur des expériences perceptuelles m
évidence le caractère additif de la perception humaine:

• Toute lumière peut être recomposée à partir de trois couleurs fondamentales.

• Les mélanges de couleurs forment une suite continue (pas de cassure dans la per
visuelle).

• Le résultat du mélange de lumières colorées ne dépend que de l’aspect de chacu
couleurs et est indépendant de l’origine physique de ces lumières.

• Soient deux plages produisant la même impression colorée sur l’œil. Si on ajou
même quantité de lumière aux deux plages, l’égalité des teintes perçues par l’œi
siste (additivité).

• De même, l’égalité persiste si la luminance des deux plages est multipliée par un m
nombre (multiplicativité).

• L’équilibre colorimétrique ne se modifie pas en remplaçant le mélange de plus
couleurs par une couleur de même aspect (associativité).

• Si deux lumières colorées A et B sont identiques à une troisième C, elles sont tout
trois identiques entre elles (transitivité).

Ces lois paraissent en parfait accord avec la formule fondamentale (1.1). Néanmo
nature des capteurs photosensibles et des traitements opérés par les neurones son
gine de propriétés très singulières de la vision humaine. Ce domaine étant très va
fait toujours l’objet de recherches poussées. Le lecteur trouvera de bon exposés
sujet dans les ouvrages spécialisés tels que: [Cor70] et [Wan95]. On ne notera que
points importants pour notre étude:

• La couleur perçue à un instant donné est fonction des couleurs qui ont été vues p
yeux quelques instants auparavant (voir [Cor70] p. 151).

• Le système visuel opère un traitement qui accentue le contraste entre deux teinte
appelle cela l’effet de Mach (voir [Cor70] p. 276).

• L’apparence d’une couleur dépend des teintes qui l’entourent (voir [Wan95] p. 288

• Les fréquences spatiales d’une image modifient la perception des couleurs
[Wan95] p. 234 et plage couleur No. 6).
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La vision humaine est impropre à évaluer quantitativement les couleurs. Par co
elle est très sensible aux différences entres teintes colorées. La mesure de coule
l’œil est faisable, à condition de procéder par comparaison avec une teinte de réfé
Notons que dans l’industrie graphique, le contrôle de qualité d’une impression s
toujours visuellement par l’imprimeur.

1.4 Mesure de la couleur

Au XIX e siècle, les coloristes ne disposaient que de l’œil pour jouer le rôle de dé
teur. On savait déjà à l’époque que l’œil était impropre à la quantification, mais q
décelait facilement des différences entre teintes. Les premières mesures se faisaie
par égalisation colorimétrique. Le principe de la mesure se basait sur la comparais
la couleur de l’échantillon à évaluer avec celle obtenue par synthèse additive des l
res issues de trois projecteurs rouge (R), vert (G) et bleu (B). Un observateur ajust
intensités des sources jusqu’à obtenir l’égalité des teintes. La couleur était alors d
par les trois intensités des projecteurs. Néanmoins, certaines teintes restaient ina
bles par synthèse additive. On superposait alors la lumière de l’un des projecteurs à
de l’échantillon avant de reprendre la procédure d’égalisation. L’intensité de la lum
superposée était comptabilisée négativement.

Très vite, la nécessité d’un observateur standard se fit sentir. Il fallait un système
mettant de définir universellement et de façon unique chaque couleur. Dans un pr
temps, les trois projecteurs furent définis comme des sources primaires monochro
ques de longueur d’onde 700,0 nm pour le rouge, 546,1 nm pour le vert et 435,8 nm
le bleu. Ainsi, chaque teinte monochromatique de longueur d’onde s’exprime co
un triplet d’intensités , et des trois primaires. Ces trois fonctions sont ap
léesfonctions colorimétriques(en anglais “matching functions” voir [Gou91] pp. 12-19
Grâce à elles, le triplet d’intensités , et de n’importe quelle teinte peut se calc
Ainsi, pour une teinte de spectre , on a:

(1.2)

En appliquant l’intensité au projecteur rouge, au vert et au bleu, on retrouve
synthèse additive la même couleur que le spectre . Cette équivalence est noté

(1.3)

Si l’une des trois composantes (par exemple ) est négative, l’équivalence (1.3) s’é

(1.4)

Pour s’affranchir des problèmes posés par les composantes négatives, la Comm
Internationale de l’Eclairage (CIE) définit en 1931 trois sources primaires virtue
ainsi que les fonctions colorimétriques associées , et de l’observateur
dard (voir [Wys82] pp. 137-138). Ces sources n’étant pas réalisables physiqueme

λ
r λ( ) g λ( ) b λ( )

r g b

S λ( )

r r λ( ) S λ( ) λd⋅∫= g g λ( ) S λ( ) λd⋅∫= b b λ( ) S λ( ) λd⋅∫=

r g b

S λ( )

S λ( ) rR gG bB+ +≡

b

S λ( ) b B+ rR gG+≡

x λ( ) y λ( ) z λ( )
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fonctions colorimétriques associées , et furent déterminées par calcul
intensités X, Y et Z associées aux trois sources sont calculées comme précédemm

(1.5)

où est une constante multiplicative qui assure la condition pour le blan
référence. Cette fois, les trois composantes sont toujours positives quelle que soit l
leur. Connaissant le spectre d’une teinte ainsi que les fonctions colorimétriques, on
déterminer le triplet qui définit une couleur.

La mesure du spectre se fait à l’aide d’un spectrophotomètre dont le schéma de
cipe est donné par la figure 1.4. Une lampe étalon éclaire la zone de mesure. La lu
émergeant de l’échantillon est récupérée par une optique d’entrée et envoyée da
monochromateur opérant la décomposition spectrale de la lumière. Puis, à l’aide
détecteur de lumière (photodiode ou photomultiplicateur) l’intensité de chaque b
spectrale est mesurée. Ces valeurs doivent être divisées par celles obtenues p
échantillon de référence. Le spectre ainsi obtenu peut servir à calculer, grâce aux
tions (1.5), le triplet  ou toutes autres coordonnées colorimétriques.

1.5 Les espaces colorimétriques

Les premiers espaces de représentation des couleurs ont été construits sur la b
expériences d’égalisation. Les intensités respectives de trois projecteurs nécessai
synthèse additive d’une couleur en définissaient les coordonnées. Cette représe
remonte aux travaux de Grassmann. Notons que l’espace RGB utilisé en informatiq
de ce type, les trois projecteurs rouge (R), vert (G) et bleu (B) étant les phosphores
écran vidéo. Toutes ces représentations dépendent fortement du choix des project

x λ( ) y λ( ) z λ( )

X k x λ( ) S λ( ) λd⋅∫= Y k yλ( ) S λ( ) λd⋅∫= Z k zλ( ) S λ( ) λd⋅∫=

k Y 100=

X Y Z, ,( )

Figure 1.4: Schéma de principe d’un spectrophotomètre GRETAG SPM-100
opérant des mesures en réflexion. La rotation du réseau concave fait défiler les
bandes monochromatiques de la lumière décomposée à l’entrée du détecteur.

Lampe

Optique
d’entrée

Miroir

Détecteur

Echantillon

Lentille
collimatrice

Fente Réseau
tournant
effectuant la
décomposition
spectrale

Lumière décomposée
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L’espace XYZ introduit au paragraphe 1.4 ne dépend pas d’un tel choix. Bien que
sur des projecteurs qui n’existent pas, il possède des propriétés intéressantes
d’abord, les couleurs sont toutes repérées par des coordonnées positives. Mais le
pal avantage de XYZ réside dans son caractère linéaire. Les coordon
colorimétriques d’une couleur obtenue par synthèse additive de et sont
nées par la somme vectorielle des coordonnées de et . Nous y reviendrons d
cadre de la théorie de Neugebauer au paragraphe 3.7.2.

En 1942, MacAdam montre que l’espace XYZ n’est ni homogène ni isotrope p
l’œil. Un écart de couleur dans XYZ n’a pas la même importance pour l’œil s’il se p
duit dans la zone des teintes rouges ou celle des teintes vertes. MacAdam a tra
zones à l’intérieur desquelles l’œil ne fait pas la différence entre les couleurs. Leur
mes s’apparentent à des ellipses appeléesellipses de MacAdam(voir [Wys82] pp. 306-
313). Elles n’ont pas la même taille ni la même orientation à travers XYZ. Pour pa
cette carence du système XYZ, d’autres représentations ont été développées; c’es
des espaces et (également noté CIELAB) qui sont des standards
CIE depuis 1976. Leur principal intérêt est la représentation homogène et isotrop
l’ensemble des couleurs. Dans de tels espaces, les ellipses de MacAdam doivent se
ner à des cercles (isotropie) ayant partout le même rayon (homogénéité). Ainsi, la
tance euclidienne représenterait le même écart colorimétrique dans l’ensemb
l’espace et dans toutes les directions. L’espace est particulièrement adapt
sources de lumières telles que les écrans, alors que l’espace s’est impos
l’industrie graphique.

Les équations de passage de XYZ vers l’espace sont les suivantes (d’
[Wys82] p. 165):

(1.6)

(1.7)

où et sont les valeurs de et de pour le blanc de référence de coordon
(Sous un éclairage standard , les coordonnées du blanc de référence

, et ). Si le rapport est inférieur à 0,008856
alors il faut appliquer la relation suivante pour :

(1.8)

Les équations de passage de XYZ vers l’espace se distinguent des précé
(d’après [Wys82] p. 167):

C3 C1 C2

C1 C2

L∗u∗v∗ L∗a∗b∗

L∗u∗v∗
L∗a∗b∗

L∗u∗v∗

u' 4X
X 15Y 3Z+ +
----------------------------------=

v' 9Y
X 15Y 3Z+ +
----------------------------------=

L∗ 116
Y
Y0
------ 

  1 3⁄
16–=

u∗ 13L∗ u' u'0–( )=

v∗ 13L∗ v' v'0–( )=

u'0 v'0 u' v'

X0Y0Z0 D65

X0 95 01,= Y0 100 00,= Z0 108 83,= Y Y0⁄
L∗

L∗ 903 3
Y
Y0
------,=

L∗a∗b∗
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Dans l’espace l’écart colorimétrique entre deux couleurs est donné par la
tance euclidienne séparant les points dans l’espace: . L
humain ne distingue deux couleurs que si l’écart est supérieur à dans
Dans la pratique, on va jusqu’à tolérer des écarts colorimétriques de .

Il faut signaler l’existence de nombreux autres espaces colorimétriques dévelo
grâce aux recherches sur la perception humaine ([Hun92] pp. 213-258). Ils tend
mieux caractériser les différences colorimétriques en se basant sur des modèles p
tuels de l’œil humain. Souvent le choix d’un espace se fait en fonction du problème
dié. Dans le cas présent, nous nous intéresserons principalement aux co
d’échantillons imprimés. Or, dans ce domaine, l’espace s’est traditionnellem
imposé pour évaluer les différences colorimétriques, aussi utiliserons-nous princi
ment cet espace.

L∗ 116f
Y
Y0
------ 

  16–=

a∗ 500 f
X
X0
------ 

  f
Y
Y0
------ 

 –=

b∗ 200 f
Y
Y0
------ 

  f
Z
Z0
------ 

 –=

f t( ) t1 3⁄= t 0 008856,> f t( ) 7 787t
16
116
---------+,=

L∗a∗b∗
E∆ L∗∆( )2 a∗∆( )2 b∗∆( )2+ +=

E∆ 1= L∗a∗b∗
E∆ 5=

L∗a∗b∗
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CHAPITRE 2 L’impression

Dans notre étude, on se penchera principalement sur les couleurs produites lors
processus d’impression, aussi une brève introduction des techniques et technolog
nécessaire. Nous y verrons les supports d’impression, les encres utilisées, les mé
de générations des demi-tons et la technologie de l’impression par jet d’encre.

De façon générale, on désigne parimpressiontoute opération au cours de laquelle o
dépose sur un support des substances qui modifient une partie de la lumière inci
Cette définition tient compte de la diversité des procédés d’impression. Les support
tous solides, les plus courants étant le papier et les textiles. Mais on imprime égale
des films plastiques (transparents ou opaques), des céramiques ou des métaux. Le
tances absorbant la lumière sont généralement des encres, mais il y a d’autres types de
revêtements ayant des propriétés optiques. Il existe sur le marché des encres, d
breux produits ayant chacun sa petite particularité (fluorescence, opacité, méta
tion...) intéressante pour un certain type d’application. Pour ne pas se perdre da
multitude des possibilités, on se limitera à l’impression par jet d’encres transparente
papier blanc ou sur film transparent. Trois facteurs jouent un rôle capital pour la qu
de l’imprimé: le support, les substances déposées et la façon de les répartir sur le su

2.1 Les supports

2.1.1 Le papier

Le papier est fabriqué à partir d’une pâte constituée de fibres de bois dont la t
naturelle est jaunâtre (voir [Kir78a] pp. 768-802). L’enchevêtrement des fibres mé
gées à une colle assure la cohésion mécanique du papier. Pour obtenir une bla
agréable à l’œil, un traitement chimique est nécessaire. Jusqu’à une époque réce
traitement faisait appel à des acides forts dont l’action à long terme diminuait la duré
vie du papier. De nouvelles techniques à base d’oxygène existent et sont employée
tous les imprimés destinés à l’archivage. Ainsi, on trouve dans le commerce de pl
plus de livres portant la mention: “Printed on acid-free paper.” La blancheur du papie
également augmentée par l’action d’azurants optiques. Ces substances chimique
fluorescentes, elles absorbent les rayonnements UV proches et réémettent de la l
dans la partie bleue du spectre visible. Le léger aspect bleu ainsi obtenu est très pla
l’œil et confère même une sensation de propreté.

L’état de surface du papier agit sur deux propriétés capitales pour l’impressio
brillance et la densité maximale imprimable. Un papier lisse à l’échelle de la long
d’onde aura un aspect brillant. Si, au contraire, les écarts par rapport au plan moye
supérieurs à la longueur d’onde, l’aspect sera mat. Pour augmenter la brillance,
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recours à la technique de couchage qui consiste à boucher les pores du papier en
sant une couche minérale en surface. L’avantage de cette technique est que l
l’impression, l’encre ne migre plus le long des fibres. On a donc un tirage plus net et
pourra augmenter la densité des points d’où une résolution supérieure.

Pour l’impression de haute qualité, on utilise du papier glacé dans lequel le p
constitué de fibres naturelles n’est qu’un support mécanique recouvert d’un revête
polymérique qui absorbera l’encre. Les papiers de haute qualité, dits de qualité pho
phique, utilisés par les imprimantes de bureau reposent sur une technologie similai
figure 2.1 présente une coupe transversale d’un tel support. On y distingue trois
ments: le substrat, la barrière et les couches réceptrices de l’encre. Le substrat pa
deux fonctions: celle de support mécanique et celle de réflecteur diffus. Dans ce
cas, le papier est remplacé par un polymère blanc. Pour éviter que l’encre n’atteig
papier, celui-ci est protégé par une barrière imperméable. On évite ainsi de nom
effets indésirables tels que la diffusion de l’encre par capillarité le long des fibre
papier et la déformation du substrat sous l’effet du solvant. Les couches réceptrice
en général des polymères transparents capables d’absorber l’encre (le plus couran
l’alcool polyvinylique noté PVA, voir [Kir78b] pp. 848-865). La couche supérieure e
chargée de retenir et de fixer le colorant grâce à des cristaux poreux (par exemp
cristaux d’alumine , voir [Hol85] pp. 880-882), alors que la couche inférieure
charge de l’absorption rapide du solvant. En gardant le colorant dans la fine couche
rieure on peut atteindre des densités d’impression très élevées. L’absorption rapi
solvant garantit la netteté des contours et évite aux couleurs de couler.

2.1.2 Les plastiques transparents

Certains imprimés sont destinés à être vus par transparence. On utilise des films
ques transparents comme support d’impression. En général, les encres n’adhère
difficilement sur les plastiques courants (polyester...), aussi faut-il traiter la surface
recouvrir d’un revêtement absorbant les encres.

Une technique consiste à utiliser les mêmes couches réceptrices que pour le pap
a alors une coupe transversale similaire à celle de la figure 2.1, où le substrat en
naturelles est remplacé par un polymère transparent. Une autre technologie fait a

Al 2O3

Figure 2.1: Coupe transversale d’une feuille de papier

Substrat

Barrière

Couche réceptrice
des colorants

Couche réceptrice
du solvant

100µm

5µm

5µm
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des silices (voir [Hol85] pp. 760-764). Ils se présentent sous forme de cristaux po
capables d’absorber une grande quantité de liquide par capillarité. Bien que les cr
soient transparents, leur taille de 10 microns donne un aspect granuleux à la s
recouverte.

2.2 Les encres

On distingue deux classes d’encres: la première est celle des encres à colorant
molécules du colorant se trouvent en solution dans un solvant; la seconde est ce
encres pigmentaires où de petit cristaux appelés pigments, dont la taille est de l’ord
micromètre, se trouvent en suspension dans un véhicule. Les recettes de fabricatio
bent généralement sous le coup du secret industriel. Ainsi, on ne sait que peu de
sur les additifs qui, par exemple, améliorent les propriétés rhéologiques des encre
[Ull89] pp. 594-596).

Les encres à base de colorant sont plus simples à produire et à utiliser; par contre
se dégradent facilement, surtout sous l’influence de rayonnement UV. Leurs caract
ques chromatiques se détériorent au cours du temps. Ce processus est assez rap
des produits de mauvaise qualité: les couleurs changent au bout de quelques jou
pigments sont bien plus résistants, mais leur fabrication et surtout leur conditionne
restent délicats. En effet, il faut être en mesure de produire de petits cristaux et d
maintenir longtemps en suspension dans un véhicule. Les premières encres pigme
arrivent actuellement sur le marché, mais leurs techniques de fabrication sont jal
ment gardées secrètes par les industriels.

2.3 La génération des demi-tons

2.3.1 Les trames noir et blanc

La plupart des moyens d’impression se basent sur des techniques d’encrage fon
nant en tout ou rien. Pour pouvoir reproduire des demi-tons, il faut jouer sur le cara
intégrateur de l’œil humain en couvrant d’encre une surface plus ou moins grand
support. On engendre ainsi la sensation d’une intensité intermédiaire entre ce
l’encre et celle du support. Une image obtenue par un tel procédé est dite tramée.

Historiquement, on utilisait une grille, appelée trame, qui était éclairée par l’im
pour obtenir sur un film photographique l’image tramée composée de points de t
variables. Aujourd’hui, la génération de demi-tons est confiée à un algorithme qu
fonction du niveau d’intensité à reproduire, décide si un point doit être couvert d’e
ou non. L’image de la figure 2.2 (source [Ost95] p. 17) est reproduite grâce à la jux
sition judicieuse de petits carrés noirs qui idéalisent les points d’un dispositif d’imp
sion. Une bonne introduction aux méthodes de génération des demi-tons est donn
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[Uli88]; ici, nous ne présentons que quelques éléments nécessaires à la compréh
de la suite de l’exposé.

On distingue deux grandes familles d’algorithmes de génération de demi-tons
méthodesordonnées(on parle alors de trame ordonnée) et les méthodesaléatoires
(trame aléatoire). Chacune se subdivise en deux nouvelles catégories: celles à po
trame centré et celles à point de trame dispersé. Il en résulte un total de quatre c
dans lesquelles se répartissent les algorithmes de génération des demi-tons. Un ré
latif est donné dans la figure 2.3 (source [Ost95] p. 10).

Dans le cas des algorithmes ordonnés, l’étude se ramène à celle d’une tuile
laquelle on pave le plan. Cette tuile, aussi appelée cellule, se subdivise en pixels au
sont associés des valeurs de seuil. Le seuil d’un pixel détermine l’intensité à par
laquelle un point doit être recouvert d’encre. Par convention, une intensité nulle co
pond à un maximum d’encre, et une intensité maximale à l’absence d’encre. A l’inté
d’une cellule, le recouvrement progressif des points peut se faire de deux façons, s

Figure 2.2: Image tramée en noir et blanc.
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regroupant les points encrés (on parle alors declusterou depoints centrés), soit en cons-
tituant un nuage dont la densité croit progressivement (on parle alors de méthodedisper-
sée).

Les algorithmes ordonnés se caractérisent par trois propriétés de leurs cellules:
la linéaturequi correspond à la fréquence spatiale des tuiles sur le plan; secundo, l’a
d’orientation de la cellule; tercio, la forme du point de trame (circulaire, elliptiq
linéaire, etc.). Le nombre de pixels contenu dans une cellule équivaut au nomb
niveaux d’intensité moins un que l’on arrive à produire. A titre d’exemple, l’image d
figure 2.2 fut engendrée par un algorithme de type ordonné à points centrés circu
dont la fréquence est de 53 cellules par pouce, pouvant reproduire 33 niveaux d’int
et faisant un angle de 45 degrés avec l’horizontal.

Holladay [Hol80] a montré que l’on peut toujours ramener la cellule d’une tra
ordonnée à une tuile horizontale rectangulaire représentable sous la forme d’une m
de seuillage. Cette représentation très compacte s’avère fort pratique lors de l’implé
tation informatique des algorithmes. La génération de demi-tons se fait alors de la

g

Figure 2.3: Les quatre classes d’algorithmes de génération des demi-
tons: (a) ordonné à points centrés, (b) aléatoire à points centrés, (c)
ordonné dispersé, (d) aléatoire dispersé.

(a) (b)

(c) (d)
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suivante: considérons l’image représentée par un plan de pixels, ainsi que le
de bits destination représentant les points imprimables et ne prenant qu
valeurs binaires. Une transformation linéaire (souvent une simple homothétie) d
entièrement la correspondance entre points de l’image source et points du plan d
destination. Le plan de bits destination est pavé avec la cellule de trame (ou
la matrice de seuillage associée). Pour chaque pixel du plan de bits destinati
valeur de seuillage correspondante est comparée à l’intensité du pixel de l’image
nale qui recouvre la position trouvée par transformation arrière
Le point imprimable correspondant sera recouvert d’encre si l’intensité du blanc m
l’intensité du pixel de l’image originale est inférieur à la valeur de seuil, ou laissé l
dans le cas contraire.

Les figures 2.4 (a) et (b) présentent respectivement les matrices de seuillage
trame à points centrés1 classique à 33 niveaux d’intensité et celle d’une trame de
famille Bayer [Bay73] à 65 niveaux d’intensité. Le rendu par points de trame dispers
généralement plus fin. En effet, la granularité de l’image tramée est celle d’un p
imprimé isolé; alors que les trames à points centrés ont un aspect plus grossier par
leur grain est donné par la taille de la cellule de trame (voir figure 2.4 (a)). Or, en d
nuant la taille des cellules des trames à points centrés, on diminue également le n
de niveaux d’intensité pouvant être générés. Cela induit l’apparition dans l’image tra
de sauts d’intensité appeléseffet de bandes.

En contrepartie, les méthodes dispersées sont plus enclines à produire des art
c’est-à-dire que de petits motifs apparaissent dans l’image tramée alors qu’ils ne se
vaient pas dans l’original. Dans la figure 2.4 (b) cela se manifeste par de petites cro
sont des structures à basse fréquence spatiale inhérentes à la matrice de seuillage.
cès de la trame Bayer provient de sa construction qui garantit la maximisation de la
faible fréquence; c’est-à-dire la minimisation de l’impact de ces motifs.

L’art de la construction d’une matrice de seuillage consiste à obtenir la plus faible
nularité tout en évitant l’apparition d’artefacts. Alors, les algorithmes de génération
demi-tons se compliquent pour faire appel à des techniques plus avancées. La plu
ramment utilisée dans les imprimantes de résolution moyenne est celle de la supe
lule (voir [Fin92] pp. 89-98) qui consiste à combiner cellules de trame pour avoi
fois plus de niveaux d’intensité tout en gardant la granularité d’une cellule. Ces algo
mes font toujours l’objet de nombreux brevets (voir [Jon94]).

1.  On utilise également le terme anglaisclustered pour désigner la famille des trames à points centrés.

I x y,( )

D u v,( )

T

D u v,( )

u v,( )

x y,( ) x y,( ) T 1– u v,( )=

N N
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La famille des trames aléatoires regroupe toutes les trames dont les méthodes de
lage ne sont pas ordonnées. L’algorithme de tramage aléatoire le plus populaire es
Floyd et Steinberg [Flo76]. Il se base sur le principe d’une diffusion de l’erreur. So
un seuil, généralement fixé à 50% du diapason dynamique, et la transform
linéaire définissant entièrement la correspondance entre les points de l’image sou
les points du plan de bits destination. On parcourt tous les points de coordonnée
ce dernier ligne par ligne. Pour chaque point de la destination, on détermine une v
d’intensité qui est la somme de l’intensité du point de l’image source
d’une éventuelle retenue d’intensité. Si cette somme est supérieure au seuil , le
de destination est laissé libre, sinon il est couvert d’encre. La différence entre
l’intensité du point imprimé est appelé l’erreur. Celle-ci est répartie sur les points vo
du point courant suivant la distribution donnée par la figure 2.5. On reporte ainsi su

Figure 2.4: Matrices de seuillage de trames ordonnées

170 106 154 90 166 102 150 86

42 234 26 218 38 230 22 214

138 74 186 122 134 70 182 118

10 202 58 250 6 198 54 246

162 98 146 82 174 110 158 94

34 226 18 210 46 238 30 222

130 66 178 114 142 78 190 126

2 194 50 242 14 206 62 254

(b) Matrice dispersée de la trame de Bayer

(a) Matrice à points centrés

20 84 180 188 204 140 44 12

52 116 196 156 228 244 108 76

212 236 100 36 92 124 252 148

164 132 68 4 28 60 220 172

204 140 44 12 20 84 180 188

228 244 108 76 52 116 196 156

92 124 252 148 212 236 100 36

28 60 220 172 164 132 68 4

S

T

u v,( )

x y,( ) T 1– u v,( )=

S' S

S'
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points voisins des retenus d’intensité et l’on passe au point suivant selon l’ordre de
cours prédéfini. Il existe de nombreuses variantes de cette méthode utilisant d’a
redistributions de l’erreur (voir [Uli88] p. 241). L’absence de matrice ordonnée rédu
grain des images ainsi tramées à la taille du point imprimable. Par contre, il peut y
apparition d’artefacts pour certains niveaux d’intensité (voir figure 2.5).

2.3.2 Les courbes de reproduction

Jusqu’ici, les dispositifs d’impression étaient supposés idéaux: le point imprimé d
avoir la forme d’un parfait petit carré. Dans les dispositifs réels, cela n’est jamais le
Les points isolés s’apparentent plus à de petits disques et les regroupements de
forment des figures aux contours arrondis. La progression des niveaux d’intensité
fait plus de façon linéaire. La fonction qui donne l’intensité obtenue après impressio
fonction de l’intensité commandée en entrée se nommecourbe de reproduction. Elle
dépend de la forme des points isolés du dispositif réel ainsi que de la trame choisie

La figure 2.6 donne les courbes de reproduction de deux trames sur une imprim
laser. On constate que la trame de type dispersé présente les plus grandes non-lin
Cela est dû à l’engraissement du point, aussi appelédot gain. Les points réels étant géné
ralement plus gros que les points théoriques, les espaces vides entre points imp
peuvent être bouchés. Le phénomène est d’autant plus marqué dans les tons de
intensité où l’on risque de recouvrir toute la surface d’encre. On note en particulier q
moitié du diapason dynamique est ainsi perdu pour la trame de Bayer (voir figure 2

Figure 2.5: Trame aléatoire de Floyd et Steinberg.

Méthode de répartition des erreurs:

1
16
------ × 

  7

3 5 1

•

Position courante

Sens de parcours
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2.3.3 Les trames couleurs

Les images couleurs sont obtenues en superposant trois ou quatre images mon
mes, appeléesfilms, imprimées avec des encres de couleurs de base. Les teintes uti
habituellement sont cyan, magenta et jaune pour la trichromie auxquelles vient s’a
le noir en quadrichromie. La génération des trois, respectivement quatre, films à
d’une image couleur originale est appeléeséparation couleur.

La superposition des films conduit inévitablement à la juxtaposition et au recou
ment de certains points. Par conséquent, la synthèse des couleurs se fait de façon a
et de façon soustractive, chaque point se comportant comme un filtre de lumières d
faut comptabiliser la contribution. Ainsi, la séparation couleur se ramène à un prob
d’inversion, dans lequel il s’agit de déterminer les répartitions des différentes en
pour que la teinte désirée soit synthétisée lors de la superposition.

Les dispositifs d’acquisition (scanner, caméra, etc.) décomposent les images en
nées au format RGB grâce à une série de filtres couleurs. Pour s’affranchir des par
rités de chaque appareil, on exprime les couleurs dans un espace colorimétrique
XYZ par exemple. Le passage de l’espace RGB vers l’espace colorimétrique s’op
l’aide de tables de conversions mono-dimensionnelles (“look-up table”) combinées
transformation linéaire. A partir de l’espace colorimétrique, les données peuvent
traitées indépendamment du dispositif de saisie. La séparation couleur revient à co
une coordonnée colorimétrique en consignes de commande de l’imprimante. Con
ment à l’acquisition, l’impression couleur est un processus comportant de fortes
linéarités. La conversion d’une donnée couleur se fait à l’aide de grandes tables m
dimensionnelles. Pour construire ces tables, on produit, pour des consignes de
mande connues, un grand nombre d’échantillons imprimés (souvent plus de 1000

Figure 2.6: Courbes de reproduction de deux trames classiques (source [Ost94b]).

0.2 0.4 0.6 0.8 1
0
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0.4

0.6
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1
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mesure des coordonnées colorimétriques de ces échantillons permet d’établir la c
pondance entre les deux espaces. Grâce à ce jeu d’apprentissage, il est possible d
truire les tables multi-dimensionnelles de conversion (voir [Hun93] et [Ost94a]).

Les constructeurs d’équipements périphériques, parmi lesquels on compte A
Agfa-Gevaert, Apple, Kodak, Microsoft, Silicon Graphics, Sun Microsystems, Talig
et FOGRA, se sont réunis au sein de l’ International Color Consortium (ICC) afin d’
blir un format commun pour les conversions de données couleurs. Leurs efforts
abouti à l’élaboration du standard ICC (voir [ICC95]) qui met sous une forme comm
les diverses techniques de conversion.

Sachant qu’une table de conversion n’est valable que pour une seule combin
d’encre, de support et de trame, cette méthode de séparation reste lourde à me
œuvre. La mesure d’un millier d’échantillons par combinaison demande beaucou
temps et un équipement coûteux. L’un des objectifs de notre recherche est la m
place d’outils permettant de calculer les éléments des tables multi-dimensionnelles
base d’un nombre très restreint de mesures.

2.3.4 Les moirés

La superposition de plusieurs trames produit dans certains cas des battement de
fréquences spatiales. On appelle cela le phénomène de moiré. Il introduit des stru
régulières visibles à l’œil dans l’image imprimée qui n’existent pas dans l’image o
nale. Pour s’affranchir de ces artefacts on procède souvent à la rotation des tram
différents films les unes par rapport aux autres. Ainsi dans l’impression classique
angles des trames avec l’horizontale sont 45˚ pour le noir, 15˚ pour le cyan, 75˚ po
magenta et 0˚ pour le jaune. L’analyse des moirés et les méthodes pour les mini
sont exposées de façon détaillée dans les ouvrages [Ami94] et [Ami95]. Un bon ap
des applications des moirés dans d’autres domaines est donné par [Pat93].

2.4 La technologie de l’impression à jet d’encre

Le jet d’encre est une technologie récente qui doit une grande partie de son suc
développement de la bureautique. Le principe est simple: une buse contenant une
piézo-électrique commandée par des impulsions électriques projette des gouttes d
de taille constante sur le support à imprimer (voir [Ull89] pp. 588-594). Cette techn
gie permet de travailler à une cadence élevée, elle ne fait pas de bruit et n’a pas b
d’un contact mécanique entre la tête d’impression et le support. Il existe deux gra
familles de dispositifs à jet d’encre:

• les systèmes de goutte à la demande ou DOD (Drop On Demand) dont le schém
donné par la figure 2.7. La buse n’émet que les gouttes nécessaires à l’impre
Cette technologie est employée pour les imprimantes de bureau.
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• les systèmes à jet continu (voir figure 2.8). On émet tout le temps des gouttes
cadence élevée constante (environ 600 kHz). Elles sont d’abord chargées élec
ment, puis déviées par voie électrostatique lorsqu’on veut les projeter sur le sup
Les gouttes non déviées sont récupérées dans une gouttière et recyclées afin de
la consommation d’encre. Cette technique s’est imposée dans les applications
trielles; en effet, le jet continu empêche les buses de s’encrasser.

Les buses sont des pièces mécaniques de précision. La qualité d’une impre
dépend de leur état de propreté. C’est pour cela qu’avant toute impression, les impr
tes procèdent à une phase de nettoyage des têtes.

Figure 2.7: Schéma d’un système de goutte à la demande.

Tube

Cavité d’encre

Transducteur
piézoélectrique
cylindrique

Tension

Goutte

Entrée
d’encre

Orifice

Pompe

Réservoir

Dispositif de chargement
électrostatique des gouttes Tension de

déflection

Plateau de déflection
par champ électrique

Papier

Récupération
des gouttes

Tension
modulable
du chargement

Datad’encre

Figure 2.8: Schéma d’un dispositif à jet continu.
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CHAPITRE 3 Les outils de prévision classiques

Les modèles de prédiction classiques se basent, avec plus ou moins de rigueur,
lois physiques régissant le comportement de la lumière. On classe ces modèles en
grandes catégories: les modèles physiques basés rigoureusement sur les lois de la
que, et les modèles phénoménologiques qui reposent sur une description simplifié
phénomènes physiques. Après un bref rappel d’optique, ce chapitre introduit les thé
et les modèles couramment utilisés pour prédire la couleur. La matière de ce chapit
plus détaillée dans [Cal98], [Jud75], [Kan97] et [McD97].

3.1 Le rayonnement électromagnétique

Le comportement de tout rayonnement électromagnétique est régi par les quatre
tions de Maxwell, dont nous rappelons la forme générale:

(3.1)

avec:

 densité des charges électriques,
 vecteur déplacement électrique,
 vecteur champ magnétique,
 vecteur champ électrique,
 vecteur excitation magnétique,
 vecteur densité de courant.

Ces relations sont toujours valables quel que soit le milieu de propagation, mais
générales pour nos besoins. Par conséquent, l’étude sera restreinte au cas particu
milieux de propagation linéaires, isotropes ( et ), non magnétiq
( ), non conducteurs ( ) et ne comportant pas de charges ( ). Les é
tions de Maxwell subissent alors une simplification considérable (voir [Pér94] pp.
208):

(3.2)

où:

 et  sont respectivement les permittivités du milieu et du vide,
 et  sont respectivement les perméabilités du milieu et du vide.

Pour une onde monochromatique de longueur d’onde dans le vide et se propa
dans un milieu homogène d’indice de réfraction , le nouveau système d’équa

divD ρ= divB 0= rotE
t∂

∂B+ 0= rotH J
t∂

∂D+=

ρ
D
B
E
H
J

B µ H⋅= D ε= E⋅
µ µ0= J 0= ρ 0=

divE 0= divB 0= rotE
t∂

∂B+ 0= rotB µ0ε
t∂

∂E⋅=

ε ε0

µ µ0

λ0

n
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admet comme solution les ondes monochromatiques planes. Les élongations de
teurs des champs sont données à l’abscissex et à l’instantt par les relations:

 et (3.3)

où est la vitesse de la lumière dans le vide, et , sont les amplitudes respe
des ondes électrique et magnétique.
L’indice de réfraction est alors lié à la permittivité du milieu par la relatio

.

Si le milieu est absorbant, l’amplitude de l’élongation diminue avec l’abscisse. P
tenir compte de cette atténuation, l’équation (3.3) est généralisée en faisant appara
indice de réfraction complexe , d’où:

(3.4)

Le coefficientκ est appeléindice d’extinction.

Des résultats tels que les lois de la réflexion spéculaire peuvent se démontrer à
des équations de Maxwell. Malheureusement, la complexité du calcul rigoureux o
souvent à faire appel soit à une résolution numérique, soit à des hypothèses simplifi
ces. Dans la pratique, l’emploi de modèles phénoménologiques s’avère souvent plu
ple à mettre en œuvre.

3.2 Absorption sans diffusion

3.2.1 Les mécanismes d’absorption

Dans les gaz et les liquides, on a deux mécanismes d’absorption de la lumière. L
mier est le changement d’état interne (quantifié) des molécules ou des atomes qui p
un spectre de raies. Le second est la dissociation des molécules ou la ionisation do
un spectre continu avec seuil d’énergie.

A l’état solide, le comportement dépend de l’arrangement des atomes et il faut d
guer les cas, suivant la nature du matériau. Les isolants et les cristaux ioniques pur
le siège de changements quantifiés d’état de résonance donnant lieu à des
d’absorption relativement étroites. Dans les semiconducteurs, il faut une énergie rel
ment faible pour faire passer un électron de la bande de valence à la bande de co
tion. On a alors un coefficient d’absorption très élevé dès que l’énergie du ph
dépasse la valeur du gap. Les métaux vrais, dont les électrons de valence se pro
librement à toute température dans tout le volume, ont une absorption très forte dan
le spectre. Quant aux matériaux impurs, il n’y a pas de règle générale. Leur comp
ment varie fortement suivant la nature des impuretés ([Des91] pp. 54-68).

E x t,( ) Em 2iπ ct nx–( )
λ0

---------------------exp⋅= B x t,( ) Bm 2iπ ct nx–( )
λ0

---------------------exp⋅=

c Em Bm

n ε ε0⁄ εr= =

n iκ–

E x t,( ) Em 2iπ ct n iκ–( )x–( )
λ0

--------------------------------------exp⋅=
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3.2.2 Loi de Bouguer-Lambert-Beer

Dans le cas particulier des milieux homogènes isotropes, l’absorption d’une co
d’épaisseur infinitésimale est donnée par la loi de Bouguer-Lambert ([Per95] pp. 6

ou (3.5)

Le flux subit une variation lors du passage à travers la couche d’épaisseur
appelle le coefficient d’absorption spectrale. Après intégration de l’équation (3
on obtient la fraction du flux lumineux n’ayant pas été absorbée après un parc
d’une distance  dans le milieu (d’après [Wys82] pp. 30-31):

(3.6)

Cette grandeur se relie aisément à la densité optique par le logarithme de base dix

(3.7)

Dans certains cas, on appelle  l’absorption du milieu et on la note .

L’indice d’extinction (voir paragraphe 3.1) est directement lié à par la relat
(voir [Des91] p. 55):

(3.8)

Notons que  est également une fonction deλ.

Si le milieu est un gaz, est proportionnel à la concentration des particules a
bantes. Pour les solutions, on a une relation analogue où est proportionnel à la
centrationc du soluté: , étant une caractéristique de l’absorbe

φd m λ( ) 10( )φln dx–=

Figure 3.1: Absorption d’une couche infinitésimale homogène.

φ φ + dφ

dx

φ̇ x( )
φ x( )
--------- m– λ( ) 10( )ln=

φ dφ dx

m λ( )

θ λ( )

d

θ λ( ) 10 d m λ( )⋅( )–=

D λ( ) θ λ( )10ln– θ λ( )log– d m λ( )⋅= = =

D λ( ) A λ( )

κ m λ( )

m λ( ) 4πκ λ( )
λ 10ln⋅
-------------------=

κ

m λ( )

m λ( )

m λ( ) c ε λ( )⋅= ε λ( )
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appelée le coefficient d’extinction molaire.1 Dans ce cas de figure, les photons sont v
comme des projectiles devant traverser une couche contenant les obstacles que s
particules (voir figure 3.2). Plus l’aire que présente ces obstacles est grande, plus l
babilité de traverser la couche est faible. Cette aire dépend du nombre de particule
la section que présente chacune d’elles en obstacle aux photons. Ainsi, s’inte
comme lasection efficaced’une mole de particules absorbantes. Pour des particule
rayon , on aura:

(3.9)

où est appelé le facteur d’efficacité d’absorption de la particule et le nom
d’Avogadro.

Dans le cas d’un mélange où il n’y a pas d’interaction moléculaire entre les com
sants, le coefficient d’absorption spectrale correspond à la somme pondérée des
cients d’extinction molaire des composants. La pondération correspond à la fra
molaire pour les gaz et à la concentration pour les solutions. On appelle ceci la l
Beer ([Per95] p. 52):

(3.10)

En chimie, on utilise très fréquemment la relation:

(3.11)

pour déterminer la concentration d’une substance chimique ou prévoir l’absorption
mélange. Cette relation porte le nom de loi de Bouguer-Lambert-Beer. Par abus d
gage, on la désigne plus souvent par loi de Beer.

1.  Attention, il ne faut pas confondre ce terme avec la permittivité que l’on note avec la même lettre grecque.

ε λ( )

R

ε λ( )
N A

10( )ln
-----------------πR

2

χabs λ( )=

χabs λ( ) N A

Figure 3.2: Absorption d’une couche infinitésimale de particules absorbantes.

φ φ + dφ

dx

cj

m λ( ) cj ε j λ( )⋅
j

∑=

D λ( ) θ λ( )log– d cj ε j λ( )⋅
j

∑ Dj λ( )
j

∑= = =
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3.3 La réflexion

3.3.1 Réflexion spéculaire

Grâce aux équations de Maxwell, on peut déterminer les amplitudes des ondes é
magnétiques reflétées et réfractées lors du passage d’un dioptre (voir [Pet93] pp
150). Les équations obtenues portent le nom d’équations de Fresnel.

Les angles  et  des rayons incident et réfracté suivent la loi de Descartes-Sne

(3.12)

Si l’indice de réfraction est supérieur à , il existe un angle d’incidence lim
 au-delà duquel l’onde incidente est totalement reflétée .

3.3.1.1 Réflexion normale

Dans le cas d’une incidence nulle ( ), le facteur de réflexion de Fresnel
dépend que des indices de réfraction et des milieux amont et aval (sens de pro
tion du rayon) du dioptre.

(3.13)

Lorsque les deux indices de réfraction sont des réels, on parle de réflexion vitreu
l’indice d’extinctionκ n’est pas négligeable devant l’indice de réfraction , on parle
réflexion métallique et la relation (3.13) devient:

(3.14)

où  et  sont les indices complexes des milieux séparés par le dioptre.

Dans le cas de la réflexion normale, la symétrie des équations garantit le même c
cient de réflexion dans les deux sens de passage du dioptre .

i1i1
n1

n2

i2

Figure 3.3: Réflexion et réfraction d’un rayon incident sur un dioptre plan.

i1 i2

n1 i1( )sin n2 i2( )sin=

n1 n2

i1max n2 n1⁄( )asin= r n1 n2, 1=

i1 0= r n1 n2,
n1 n2

r n1 n2,
n1 n2–

n1 n2+
----------------- 

  2

=

n

rn1 n2,
n1 n2–( )2 κ2 κ1–( )2+

n1 n2+( )2 κ1 κ2+( )2+
-------------------------------------------------------=

n1 iκ1– n2 iκ2–

r n1 n2, r n2 n1,=
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3.3.1.2 Réflexion oblique

Considérant la réflexion oblique, l’angle d’incidence , non nul, est lié à l’angle
réfraction par la relation de Descartes-Snell. Les relations de Fresnel doivent alors
compte de la polarité du rayonnement incident.

Dans le cas d’une réflexion vitreuse, on décompose le rayonnement incident e
somme de deux ondes polarisées l’une parallèlement et l’autre perpendiculaireme
plan d’incidence. Le facteur de réflexion est, pour un rayonnement incident
polarisé, la moyenne des facteurs de réflexion des ondes polarisées parallèlement
des ondes polarisées perpendiculairement ( ).

et (3.15)

(3.16)

Par la symétrie des équations (3.15), on a l’égalité entre et à conditio
ne pas dépasser l’angle limite de réflexion totale.

Remarquons que si , il n’y a pas de réflexion des ondes polarisées pe
diculairement ( ). On appelle ce cas particulier l’incidence de Brewster. La lum
réfléchie est alors totalement polarisée.

La réflexion métallique est plus complexe. Une onde polarisée dont le plan n’e
parallèle, ni perpendiculaire au plan de polarisation donne une lumière polarisé ellip
([Des91] p. 71).

3.3.2 Réflexion diffuse idéale

Un élément de surface recevant un flux lumineux est soumis à un éclaire
. La luminance d’un réflecteur diffus parfait étant indépendante de l’an

d’observation , elle est liée à l’éclairement reçu par la relation . On parle a
de diffuseur de type lambertien (voir [Mat85] p. 274 et p.391).

Pour un élément de surface de luminance , le flux diffusé par unité d’an
solide  dans une direction faisant un angle  avec la normale vérifie:

(3.17)

On appelle cette relation la loi du cosinus de Lambert (voir figure 3.4). Le flux reflét
façon diffuse dans la direction par rapport à la normale s’obtient en prenant pour a
solide . Considérant une surface recevant du demi-espace supérie
flux total , on obtient la relation remarquable:

i1

r n1 n2,
r a

r e

r a

i1 i2–( )tan

i1 i2+( )tan
--------------------------- 

  2

= r e

i1 i2–( )sin

i1 i2+( )sin
--------------------------- 

 =
2

r n1 n2, i1( )
r a r e+

2
---------------=

r n1 n2, i1( ) r n2 n1, i2( )

i1 i2+ π 2⁄=

r e 0=

ds dφr

E dφr ds⁄= L

θ E L
E
π
---=

ds L φ
dω θ

d2φ
θ ωdsdcos

------------------------- L
E
π
---= =

θ
dω 2π θdθsin= S

φr E sd
S
∫=
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qui sera utilisée à plusieurs reprises dans des calculs ultérieurs.

3.4 Les réflexions multiples

Le passage d’un dioptre qui s’accompagne toujours d’une réflexion spéculaire
paragraphe 3.3.1) est la principale cause de l’apparition de réflexions multiples. Cel
augmentent le trajet de la lumière dans un milieu et induisent ainsi des modification
facteurs de transmission et de réflexion.

3.4.1 Cas transparent

Un rayon incident sur une couche transparente à faces parallèles est soumis à un
gement d’indice de réfraction. Cela conduit à des réflexions multiples à l’intérieu
milieu transparent d’indice . Il a été démontré (voir [Jud75] pp. 439-444) que les in
sités des rayons émergents successifs suivent une progression géométrique. La tr
tance s’obtient donc en faisant la somme des contributions de tous les rayons tra
On aboutit ainsi à l’équation (3.19) qui exprime la transmittance globale en fo
tion de la transmittance interne et du coefficient de réflexion de Fre

. Dans le cas des couches transparentes à faces parallèles plo
dans l’air, l’angle limite de réflexion totale n’est dépassé pour aucun angle d’i
dence .

(3.19)

1
φr
-----

θ∂
∂φ

2 θ θcossin 2θsin= =

dω 2π θdθsin=

Figure 3.4: D’après la loi du cosinus de Lambert, l’intensité produite
par un réflecteur diffus parfait d’aire ne dépend que du cosinus de
l’angle  d’observation. L’indicatrice d’un tel réflecteur est un cercle.
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Notons que pour un milieu d’indice de réfraction , la réflexion de Fresnel
faible , alors on procède à l’approximation suivante:

(3.20)

3.4.2 Cas des réflecteurs

Les réflexions multiples introduisent également une déviation entre le coefficien
réflexion observé et le coefficient de réflexion interne qui serait observé s’il
avait pas de discontinuité de l’indice de réfraction. C’est en particulier le cas des éc
tillons recouverts d’un vernis comme sur la figure 3.6. Afin de tenir compte de ce ph
mène, Saunderson a proposé la correction suivante (voir [Sau42] et [Gru80] pp.
308):

(3.21)

où est la réflexion spéculaire de la lumière incidente et la réflexion interne
l’autre face du dioptre. Dans le cas d’une réflexion interne diffuse, les angles d’incid
des rayons émergents ne sont plus liés à celui du rayon incident, ce qui implique

i2

i1

Figure 3.5: Calcul de la transmittance d’un film transparent (équation (3.19)).
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R Ri
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Figure 3.6: Modification de la réflectance due à une discontinuité de l’indice de réfraction.
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3.4.3 Cas d’une couche transparente sur un réflecteur diffus

L’expérience montre que les densités mesurées en réflexion sur papier photograp
ne respectent pas l’additivité donnée par la loi de Beer. Les réflexions multiples
lumière dans la couche de gélatine transparente en sont la principale cause. Pou
compte de cette non-linéarité, il fallait établir expérimentalement une courbe de co
pondance entre la densité de transmission donnée par loi de Beer, pour laquelle
l’additivité, et la densité mesurée en réflexion (voir [Hun88] p. 263). Cela implique
mesure de nombreux échantillons pour chaque type de support. Afin de simplifier
tâche, Takahashi [Tak92] propose une relation empirique entre la densité donnée
loi de Beer et la densité réellement observée sur le papier photographique:

(3.22)

où est la densité donnée par la loi de Beer, la densité observée par réflexi
l’épaisseur du milieu absorbant et et des constantes déterminées expérimental
En effet, si l’on reporte sur un graphique le logarithme de la densité mesurée
réflexion en fonction de la densité mesurée par transmission, on obtient une droite
la pente  et l’abscisse à l’origine  se déduisent par une régression linéaire.

En reportant dans l’équation (3.22) l’additivité des densités selon la loi de Beer, l’é
tion de Takahashi se généralise aux mélanges de plusieurs encres. Pour trois en
densité en réflexion est donné alors par la relation:

(3.23)

Ce modèle fut établit pour les impressions photographiques. Il donne de bons rés
de prédiction pour les papiers de haute qualité se composant d’une couche transp
réceptrice d’encres en contact optique avec un réflecteur diffus (voir figure 2.1). La
sance du modèle réside dans la simplicité des équations mises en jeu. Elles autoris
traitement aisé des densités des couleurs imprimées.

3.5 La diffusion

On entend par diffusion de la lumière tout phénomène physique qui modifie la tr
toire d’un photon. La principale cause est la variation locale de l’indice de réfrac
dans un milieu hétérogène. Il existe d’autres mécanismes de diffusion (effet Raman
fusion de Brillouin, ...) qui s’accompagnent d’un changement de fréquence du ph
incident; mais quantitativement, ils ne jouent pas un rôle aussi important dans la n

D kDB
m k cεX( )m= =

DB D X

k m

m kln

D k DB1 DB2 DB3+ +( )m k c1ε1X c2ε2X c3ε3X+ +( )m= =
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On s’intéresse plus particulièrement à la diffusion causée par des particules disp
dans un milieu homogène. En procédant à une analyse similaire à celle du phéno
d’absorption, on constate également une variation d’intensité proportionnelle au
incident  et à l’épaisseur  du milieu diffusant traversé (voir figure 3.2):

(3.24)

On appelle le coefficient de diffusion du milieu, sachant que est la frac
du flux ayant changé de direction. Pour continuer l’analogie avec le phénom
d’absorption, on introduit également une section efficace et un facteur d’efficacité po
diffusion. Cela permet d’écrire:

(3.25)

où est le nombre d’Avogadro, est la concentration des particules diffusante
leur rayon moyen et leur facteur d’efficacité. Lorsque les phénomènes d’abs
tion et de diffusion se superposent, le coefficient d’extinction molaire totale observé
respond à la somme des sections efficaces d’absorption et de diffusion:

(3.26)

3.5.1 Diffusion de Rayleigh

Cette théorie s’applique à la diffusion de la lumière par des particules de taille mo
laire (voir [Des91] p. 77 et [Mat85] p. 129). Lord Rayleigh a établi en 1871 une rela
donnant l’intensité diffusée à une distance dans une direction faisant un ang
avec le faisceau non dévié (voir [Hie97] pp. 201-203):

(3.27)

Figure 3.7: Diffusion de la lumière par une couche infinitésimale d’épaisseur .dx
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où est l’intensité du faisceau incident, la permittivité du vide, la longue
d’onde dans le vide, lapolarisabilitédu milieu et le nombre de particules par unit
de volume.1 Le terme entre parenthèses se nomme lafonction de phase(voir figure 3.8).

En intégrant la relation (3.27) sur une sphère de rayon , on trouve le coeffic
de diffusion  à la longueur d’onde :

(3.28)

Dans le cas particulier d’un milieu de permittivité contenant des particu
d’indice de réfraction et ayant chacune un volume , la polarisabilité est donné
l’équation (voir [Kor69] p. 80):

(3.29)

Alors, le coefficient de diffusion  s’écrit:

(3.30)

où est la longueur d’onde dans le milieu. Notons que ces relations ne sont valable
si le rayon des particules est inférieur au dixième de la longueur d’onde . Le coeffi
de diffusion étant proportionnel à , on comprend pourquoi la lumière bleue dif
bien plus que les rayonnements rouges. C’est ainsi que l’on explique la couleur ble
ciel et la coloration rouge du soleil au levé et au couché, quand une épaisse c
d’atmosphère est à traverser.

1.  Dans la littérature relative à la diffusion de la lumière, on note la concentration  et on réserve la lettre  p
célérité de la lumière.

I 0 ε0 λ0

α N

Figure 3.8: La Fonction de phase indique l’intensité relative diffusée dans chaque direc-
tion de l’espace par la diffusion Rayleigh. Cette fonction forme une surface de révolution
autour de l’axe défini par le rayon incident, et elle ne dépend que de l’angle .θ
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3.5.2 Diffusion de Mie

La théorie de Mie [Mie08] traite la diffusion de la lumière produite par des particu
assimilées à des sphères de rayon et d’indice de réfraction , plongées da
milieu d’indice . On admet qu’il n’y a pas de diffusion multiple ni d’interaction ent
les sphères; dans la pratique cela implique une distance d’environ entre les parti
Le calcul rigoureux s’effectue à partir des équations de Maxwell (voir [Boh83] pp.
129). Ainsi, l’intensité diffusée dans la direction faisant un angle avec la direction
faisceau incident d’intensité  est:

(3.31)

où est le nombre de particules par unité de volume, correspond à la long
d’onde du rayonnement incident dans le milieu d’indice et est la distance à laq
on mesure l’intensité. Les coefficients de diffusion et s’expriment sous la form
séries:

(3.32)

Les fonctions angulaires et s’expriment en fonction des polynômes de Legend
de première espèce et d’ordre :

 et (3.33)

Quant aux expressions des coefficients et , elles contiennent des fonctions de B
et de Hankel. Pour alléger les notations, on introduit les variables

,  et ; (3.34)

de plus, on définit les fonctions et avec les fonctions de Bessel et de Ha
de seconde espèce:

(3.35)

Les coefficients  et  s’écrivent alors de façon relativement synthétique:
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(3.36)

Notons que et prennent des valeurs complexes, si les particules ont un car
absorbant ( ). Pour les propriétés des fonctions de Bessel et de Hankel ainsi qu
les des polynômes de Legendre, le lecteur consultera [Bro97] pp. 410-416 ou tout
formulaire de mathématiques.

Comme pour la diffusion Rayleigh, l’intégration sur l’ensemble de l’espace de l’int
sité diffusée conduit à définir une section efficace. Vu la complexité des expressio

et , ce calcul est loin d’être trivial. On utilise alors des tables qui permettent de
culer le facteur d’efficacité de la diffusion (voir [Hie97] p. 233). Pour des particules n
absorbantes de tailles suffisamment faibles ( ), les développements en série d

peuvent se limiter aux termes , et . Le terme correspond à la contribu
de la diffusion Rayleigh donnée dans l’expression (3.30) (voir [Kor69] pp. 87-88).

Lorsque la taille des particules augmente, il faut prendre de plus en plus de terme
les développements en série. On montre que la diffusion avant devient supérieur
diffusion arrière. De plus, pour les valeurs élevées de , le coefficient de diffu
devient indépendant de la longueur d’onde et proportionnel à la section des sp
Ainsi, la lumière diffusée par de grandes particules est blanche.

Le modèle de Mie s’applique avec succès aux aérosols, à l’étude des particules e
pension dans l’atmosphère, aux pigments en suspension dans un véhicule et autr
loïdes. Nous reviendrons à plusieurs reprises sur l’emploi de cette théorie comme m
de diffusion.

3.5.3 La diffusion multiple

Jusqu’à présent, les particules responsables de la diffusion étaient suffisamment
tes pour admettre qu’un rayon ne soit diffusé qu’une foi lors de la traversé du mi
Cette hypothèse s’invalide dans le cas de milieux épais ou à forte densité de parti
dans lesquels des diffusions multiples ont lieu. Le calcul montre que, quel que s
modèle de diffusion utilisé, la résultante d’un grand nombre de diffusions simples
duit à une diffusion isotrope (voir [Kor69] pp. 94-100). Cela correspond pour les réfl
teurs diffus à la loi du cosinus de Lambert vue au paragraphe 3.3.2.

3.5.4 Equation de transfert des radiations

Il n’existe pas de réponse quantitative générale au problème de diffusion posé p
grosses particules tassées les unes contre les autres. Un nouveau type d’approch
être développé en se basant sur une modélisation phénoménologique.

al
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Le modèle général qui exprime la variation du flux lumineux lors de la traversée
élément volumique fut posé par Chandrasekhar [Cha60]. L’équation qu’il propose
respond à un bilan énergétique d’un élément de volume.

Dans sa forme d’origine l’équation de transfert des radiations s’écrit à l’aide des in
sités:

(3.37)

où est l’intensité du flux incident, est la densité du milieu, est le coeffici
d’extinction totale (absorption et diffusion), est un chemin élémentaire et le rap

correspond à une fonction caractérisant une source de lumière. Dans le cas
milieu non-luminescent (pas d’émission propre), correspond à la fonction de diffu
dont l’expression est:

(3.38)

où est la fonction de phase qui indique quelle fraction de la lumière incide
suivant l’angle solide est diffusée dans l’angle solide de direct

. Cela ramène la relation (3.37) à une équation du type intégro-différentielle
cate à résoudre. Il existe néanmoins un certain nombre de résultats calculés pour d
particuliers, comme par exemple la diffusion isotrope dans les milieux constitué
plans parallèles (voir [Cha60] pp. 70-79).

Bien que très puissante, l’équation de transfert des radiations demande un trait
mathématique très lourd, difficile à mettre en œuvre. Dans la pratique, on se tourne
vent vers des simplifications extrêmes telles que le modèle à deux flux de Kubel
Munk.

Figure 3.9: L’équation de transfert des radiations correspond
au bilan des flux lumineux traversant une épaisseur .ds
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3.5.5 Kubelka et Munk (théorie à deux flux)

Plusieurs modèles phénoménologiques décrivent avec des succès divers la diffus
la lumière. Le plus répandu considère deux flux de lumière se propageant en sens
sés. Dans la littérature, on le rencontre sous le nom de la théorie de Kubelka et
[Kub31]. Historiquement, les auteurs cherchaient un moyen simple de prédire la l
nance d’un revêtement blanc couvrant une surface plane quelconque. Le raisonn
pouvant s’appliquer pour chaque longueur d’onde séparément, le résultat s’étend
ment au spectre visible et donc au couleurs. Notons que le modèle ne tient pas c
des inter-actions entre différentes longueurs d’onde et exclut ainsi l’étude des subs
fluorescentes.

On considère un revêtement d’une épaisseur sur une surface infinie afin de po
négliger l’influence des bords. Soient un flux lumineux descendant et un flux lu
neux ascendant. On note la fraction du flux lumineux qui est absorbée (coeffi
d’absorption) et la fraction du flux qui est diffusée (coefficient de diffusion).
modèle suppose que les coefficients d’absorption et de diffusion ne varient pas d
couche étudiée. En faisant le bilan des flux traversant une couche infinitésimale d’é
seur se trouvant à l’altitude , on aboutit à un système d’équations différenti
linéaires à coefficients constants. La traversée de la couche infinitésimale s’accom
pour le flux d’une diminution des quantités par absorption et par diffusion, m
également d’une augmentation de , la fraction du flux diffusée lors du passage
couche d’épaisseur . Le même raisonnement s’applique au flux , en faisant atte
à l’orientation de l’axe des , pour aboutir au système suivant:

(3.39)

La résolution mathématique de ce système est présentée dans l’article de Kube
Munk ([Kub31]). Après simplification de la solution générale, on fait apparaître
grandeurs mesurables en plus des coefficients phénoménologiques et . La so
finale se présente alors sous la forme condensée suivante:

i
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Support de réflectanceRg

Figure 3.10:Un milieu diffusant
d’épaisseur repose sur un support
de réflectance . Le milieu diffusant
est découpé en tranches parallèles infi-
nitésimales d’épaisseur . On consi-
dère alors deux flux, l’un descendant
noté  et l’autre ascendant noté .
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où désigne la réflectance du support sur lequel le revêtement repose. D’autres
tions similaires et issues du même calcul sont données dans la littérature (voir [Jud
428). On note la réflectance limite lorsque l’épaisseur du revêtement tend
l’infini. L’étude de l’équation (3.40) montre que ne dépend que du rapport de s
(voir [Jud75] pp. 422-423) et on aboutit à la relation:

(3.41)

Cette dernière relation est à l’origine du succès du modèle de Kubelka et Munk
relative simplicité l’a rendu très populaire dans l’industrie des colorants et pigments

Notons que l’on peut relier le coefficient d’absorption à l’absorption spectrale
de la loi de Beer. La principale différence entre les deux approches réside dans les
téristiques de la source de lumière. Le modèle de Kubelka et Munk suppose une s
parfaitement diffuse respectant la loi de Lambert, alors que dans le cas de la loi de
on suppose une lumière collimatée. Un calcul de photométrie (voir [Kub48]) fais
intervenir l’équation (3.18) montre que le chemin moyen parcouru par une lumière
fuse est:

(3.42)

soit deux fois celui parcouru par une lumière collimatée (voir figure 3.11). On en dé
la relation liant  et le coefficient d’absorption spectrale :

(3.43)

où ne contient que le terme d’absorption réelle, c’est-à-dire l’extinction privée d
composante de diffusion.

R
1 Rg a b bSX( )coth⋅–( )⋅–

a Rg b bSX( )coth⋅+–
------------------------------------------------------------------= a

S K+( )
K

------------------= b a2 1–=

Rg

R∞
R∞ K S

K
S
----

1 R∞–( )2

2R∞
-----------------------=

K m λ( )

1
φr
-----

θ∂
∂φ dx

θcos
------------ 

  dθ⋅ ⋅
0

π
2
---

∫ 2 θ θcossin
dx

θcos
------------ 

  dθ⋅ ⋅
0

π
2
---

∫ 2dx= =

K m λ( )

K 2 10ln m λ( )⋅ 2 10ln c ε λ( )⋅ ⋅= =

m λ( )

Figure 3.11:Chemin moyen parcouru par une lumière parfaite-
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Le coefficient phénoménologique se relie de façon analogue aux grandeurs p
ques (voir [McD97] p. 297). Dans le modèle de Kubelka et Munk, ne comptabilise
la lumière diffusée dans le sens opposé au flux incident. Ainsi, le coefficient de diffu
correspond à la section efficace de diffusion arrière qui, dans le cas d’une
fusion isotrope, est la moitié de la section efficace totale ( ). De plus
fait de travailler en lumière diffuse revient, comme nous venons de le voir pour l’abs
tion, à multiplier par deux cette section efficace d’où:

(3.44)

3.5.6 Théorie à flux multiples

Le modèle à deux flux de Kubelka et Munk correspond à une simplification extrêm
l’équation de transfert de radiation. Afin d’améliorer la qualité de la prédiction,
modèle intermédiaire fut développé par Mudgett et Richards [Mud71]. L’idée so
jacente consiste à augmenter le nombre de flux considérés. On parle alors de thé
flux multiples, où d’approche multi-canaux dans laquelle un nombre pair de flux
lumière est pris en compte. Dans ce contexte, l’équation de transfert de radiation
vaut à un modèle ayant une infinité de flux.

Le modèle à flux multiples considère canaux ascendants notés et canau
cendants notés . De façon analogue au modèle de Kubelka et Munk, on étudie la
tions des différents flux lors de la traversée d’une tranche d’épaisseur infinitésima
du milieu. Cela revient à poser un système de équations différentielles linéaire
premier ordre à  inconnues qui s’écrit sous forme matricielle:

(3.45)

Les premières lignes ont un signe opposé car les flux descendant vont dans l
des décroissants. Les termes diagonaux de la matrice correspondent à l’atténua
flux dans un canal dû à l’absorption et à la diffusion de la lumière vers les au
canaux. L’augmentation du flux dû à la diffusion de la lumière dans les autres ca
constitue les termes rectangles de la matrice. est la fraction de lumière que le ca
diffuse dans le canal . Les coefficients de diffusion se calculent en fonction
modèle de diffusion comme par exemple celui de Mie exposé au paragraphe 3.5
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résolution du système se fait souvent de façon numérique. Au cours des chapitres
nous proposerons une formulation moins lourde et des méthodes de résolution plus
santes pour ce type de problème.

3.6 La fluorescence

La fluorescence est une forme très particulière de l’émission de rayonnements
neux (voir [Sko92] pp. 604-613 et [McQ97] pp. 592-595). Pour introduire les notions
base, considérons une molécule théorique ayant deux niveaux électroniques (ét
damental) et (état excité). Chaque niveau électronique possède plusieurs ni
vibrationnels (voir figure 3.12). Les photons d’une lumière polychromatique incide
vont exciter nos molécules théoriques qui sont dans l’état fondamental et qui
peupler temporairement les niveaux vibrationnels de l’état excité (voir figure 3
(a)).

L’état vibrationnel excité a un temps de vie très court de l’ordre de secon
Ainsi, les molécules perdent rapidement leur énergie vibrationnelle et se retrouv
l’état électronique . Ce processus de désexcitation (ou relaxation) se fait sans ém
de photons, par collision avec les molécules du solvant auxquelles l’excès d’énerg
transféré. Cela induit une légère augmentation de la température du milieu. Le tem
vie de l’état d’excitation varie entre et seconde. Il y a deux processus
lesquels les molécules peuvent retourner à l’état fondamental. L’un est appeléconversion
interne, il s’agit d’une relaxation non radiative (sans émission de photons) dont les m
nismes ne sont pas encore bien connus. La transition énergétique se fait alors entr

et le plus énergétique des niveaux vibrationnels de l’état fondamental (
figure 3.12 (b)); l’énergie ainsi perdue contribue à augmenter la température du m
L’autre processus de relaxation est la fluorescence. Il se produit par émission d’un
ton dont l’énergie correspond à la transition entre et l’un des niveaux vibrationne
l’état fondamental (voir figure 3.12 (c)). L’excès d’énergie vibrationnel par rappo

E0

E1

E0

E1

Figure 3.12:Diagramme énergétique de (a) l’absorption, (b) la relaxa-
tion non radiative et (c) l’émission fluorescente. Notons que pour la
ligne de résonance, les photons absorbés et émis ont la même énergie.
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est à nouveau perdu par un processus de relaxation vibrationnelle. Pour qua
l’énergie émise par fluorescence, on introduit lerendement quantiquequi est la fraction
d’énergie restituée par voie radiative.

La bande de longueurs d’onde des radiations absorbées par les molécules cons
spectre d’excitation. Ce spectre est constitué des raies correspondant aux diffé
énergétiques entre les niveaux vibrationnels de et l’état fondamental . Rapp
que l’absorption d’un photon de longueur d’onde correspond à une transition éne
que de , où est la constante de Planck et la vitesse de la lumière
spectre d’émission par fluorescence (ou spectre de fluorescence), pour sa part, se
tue des raies correspondant aux transitions entre l’état électronique et les ni
vibrationnels de l’état fondamental . La multitude des raies dans les deux spectr
souvent difficile à résoudre et leur donne l’apparence de spectres continus. Notons
spectre de fluorescence est constitué de raies moins énergétiques que le spectre d
tion. Ce décalage des longueurs d’onde porte le nom deStokes shift. Il existe un cas très
particulier pour lequel le photon absorbé a la même énergie que le photon réémis;
correspondante est appeléeligne de résonance.

La forme du spectre de fluorescence ne dépend pas du spectre de la source de l
mais uniquement des probabilités de transition entre l’état et les niveaux vibration
de . Par contre, son amplitude varie proportionnellement avec la quantité d’én
absorbée. Souvent, le spectre de fluorescence ressemble au symétrique par rapp
ligne de résonance du spectre d’excitation (voir figure 3.13). Cela est dû au fait qu
différences d’énergie entre les niveaux vibrationnels sont quasiment les mêmes
l’état excité  et pour l’état fondamental  (voir [Per95] p. 204).

L’expérience montre que la fluorescence est favorisée dans les molécules rigides
nant des cycles aromatiques (voir [Vol94] pp. 549-593), comme par exemple la Rh
mine 6G dont la structure est donnée dans figure 3.14 d’après [Sva92] p. 213. C
conçoit aisément puisqu’une molécule rigide a moins de possibilités de se relaxer p
processus non radiatif. En fait, plus la probabilité d’une relaxation non radiative es
ble, plus le rendement quantique sera élevé. Ainsi, une augmentation de la viscos
milieu induit une augmentation de la fluorescence. Dans le cas particulier des enc
substance liquide est souvent moins fluorescente que celle imprimée car les mol

E0

E1 E0

λ
E∆ hc( ) λ⁄= h c

E1

E0

Figure 3.13:Symétrie des spectres d’absorption
et d’émission par rapport à la ligne de résonance.
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fixées sur un support rigide ont moins de degrés de liberté. A contrario, une augm
tion de la température du milieu conduit à une plus forte probabilité de relaxation
radiative due aux collisions avec d’autres molécules et on observe une diminution
fluorescence.

La fluorescence est un phénomène rapide; il faut entre 0.1 et 10 nanoseconde
qu’une molécule retourne à l’état fondamental ([Sal91] pp. 454-456). Il arrive qu’
molécule soit piégée dans un niveau d’énergie intermédiaire, dont les transitions
l’état fondamental sont interdites par la mécanique quantique. Alors, le retour à l’éta
tial ne se fait qu’après un temps relativement long pouvant aller d’une millisecon
plusieurs jours. On parle alors dephosphorescence.

A forte concentration, le comportement des substances fluorescentes n’est
linéaire. L’absorption devient alors trop importante et la lumière n’atteint plus certa
molécules. La température, l’oxygène dissous en solution et les impuretés réduisen
lement le rendement quantique et donc la fluorescence. Ces phénomènes sont a
phénomènes dequenching.

La prédiction des spectres de fluorescence demeure une procédure nécessitant d
breuses mesures (voir [Sim94] et [McD97] pp. 249-266). Afin de prédire le spectr
radiance totale , on considère deux composantes, l’une correspond à la réflec
et l’autre  correspond au rayonnement produit par luminescence:

(3.46)

La réflectance d’un corps fluorescent se mesure grâce à un dispositif à deux mono
mateurs. Le calcul de la composante luminescente nécessite le connaissance
bande d’absorption et du spectre d’émission du corps. Ces deux éléments se mes
l’aide d’un fluorimètre. On notera le spectre d’émission normalisé dont l’intégr
vaut un. Ce spectre doit être mesuré pour chaque concentration de la substance fl
cente. Connaissant la fraction d’énergie absorbée par la substance fluoresce
connaissant pour chaque longueur d’onde le rapport entre l’énergie absorbée e
émise, la composante  se calcule de la façon suivante:

(3.47)

¨

Figure 3.14:Structure de la molécule de Rhodamine 6G.
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où est le spectre du rayonnement incident, et où les longueurs d’ondes e
délimitent la bande d’absorption de la substance fluorescente.

La fluorescence est mise à profit pour améliorer la blancheur du papier. Lors du pr
sus de fabrication, des substances chimiques fluorescentes appelées azurants o
sont ajoutées. Elles absorbent les rayonnements ultra-violets et réémettent dans l
bleue du spectre visible. Il existe également des colorants fluorescents utilisés dan
taines encres pour les rendre plus lumineuses (voir [Gru80] p. 237).

3.7 Modèles de prédictions pour couleurs tramées

Dans cette partie, nous nous intéressons uniquement aux teintes produites à l’a
méthode de génération de demi-tons. Les couches d’encre ne forment plus une s
uniforme, mais un réseau de figures géométriques qui alterne les zones encrées
zones non-encrées.

3.7.1 Equation de Murray-Davis

Pour faciliter la modélisation, on considère un échantillon d’aire unitaire imprimé a
une encre de densité optique . La densité du support blanc est nulle. S
( ) l’aire recouverte par l’encre. Alors, la densité de la teinte résultant d
juxtaposition du blanc du support et de la teinte de l’encre est donnée par la moy
pondérée suivante:

(3.48)

où est la densité de l’ensemble de l’échantillon (voir figure 3.15). Cette relatio
rencontre souvent sous forme logarithmique et est appelée équation de Murray-
([Yul67] p. 212):

(3.49)

E λ( ) λ1 λ2

Ds λ( ) a

0 a 1≤ ≤ D λ( )

10 D λ( )– 1 a–( ) 10 0– a 10
Ds λ( )–

⋅+⋅=

D λ( )

D λ( ) 1 a 1 10
Ds λ( )–

–( )–[ ]log–=

Figure 3.15:Modèle de réflexion de la lumière de Murray-Davis
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3.7.2 Théorie de Neugebauer

La théorie de Neugebauer permet de prévoir la teinte obtenue lors de la reprodu
couleur. Elle suppose qu’une surface blanche imprimée en trichromie (CMY) se c
porte comme un système additif avec 8 teintes primaires: blanc, cyan, magenta,
rouge (superposition de jaune et magenta), vert (superposition de jaune et cyan)
(superposition de cyan et de magenta) et noir (superposition de cyan, magenta et j
L’importance relative de chaque primaire est proportionnelle à l’aire qu’elle occupe
le support. La connaissance des spectres de réflexion des 8 primaires et de leurs ai
pectives permet de déterminer le spectre de réflexion résultant (voir [Neu35] pp. 6-

Considérons une surface unitaire d’une même nuance colorée. Posons l’ai
papier couverte par les points de l’encre cyan, l’aire couverte par les points de l’e
magenta et  l’aire couverte par les points de l’encre jaune.

En admettant que la distribution des points d’une encre suit une loi aléatoire de de
de probabilité uniforme, des recouvrements partiels ou totaux se produisent. La pro
lité pour qu’un point soit couvert par l’encre cyan est , par l’encre magenta ,
l’encre jaune . Alors, la probabilité qu’un point ne soit couvert que par la teinte cyan

. Comme la surface considérée est unitaire, on en déduit que cette v
correspond également à l’aire qu’occupe cette couleur. En appliquant le même rais
ment aux autres primaires on aboutit aux résultats de la Table 3.1.

Les sont les aires occupées par les différentes primaires de spectre de réfl
. La nuance colorée résultante a le spectre de réflexion suivant:

(3.50)

Teinte  Aire occupée

Blanc

Cyan

Magenta

Jaune

Rouge

Vert

Bleu

Noir

Table 3.1:Aires occupées par les huit teintes primaires.
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f 2 c 1 m–( ) 1 y–( )=
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Le modèle s’applique à toutes les combinaisons de couleurs et se généralise trè
ment aux systèmes à plus de trois encres.

La relation (3.50) correspond à une interpolation entre les spectres des primaires
pondérées par les aires qu’elles occupent respectivement. Par conséquent, l’éq
(3.50) se généralise à un nombre arbitraire de primaires à condition de connaître le

qu’elles occupent respectivement. Notons qu’alors le calcul des n’est plus n
sairement celui donné par la Table 3.1. Ainsi, une surface unitaire constituée de la
position d’un ensemble de primaires de spectre occupant respectivement des

 a pour spectre de réflexion résultant:

(3.51)

Nous reviendrons à cette généralisation aux chapitres 6 et 7.

3.7.3 Méthode cellulaire

Le modèle classique de Neugebauer conduit à des erreurs de prédiction de l’ord
dans l’espace CIELAB (voir [Kan94]). Une amélioration de la qualité de p

diction passe par l’utilisation d’un nombre accru de primaires. En plus des teintes
encres et de leurs combinaisons, on enrichit l’ensemble des primaires en mesura
spectres d’échantillons tramés disposés à intervalles réguliers dans l’espace des co
L’interpolation de Neugebauer peut se faire sur des portions plus petites de l’espac
couleurs. Souvent, le réseau de primaires formé a une maille rectangulaire afin de
ter le calcul d’interpolation. L’erreur s’en retrouve automatiquement réduite. Les
tions d’espaces portent le nom de cellules d’où le nom de “méthode cellulaire” (
[Heu92]). Pour une impression quadrichromique, une maille formée de 625 échant
conduit à une erreur de prédiction moyenne de dans l’espace CIELAB (
[Rol93]).

3.7.4 Equation de Yule-Nielsen

Le modèle de Neugebauer ne prend en compte que les teintes des encres, de leu
binaisons et la teinte du support. Dans leur étude des échantillons tramés, Yule et N
observèrent qu’une fraction de la lumière pénétrant l’encre émerge par les partie
encrées du support, et inversement, une fraction de la lumière pénétrant le su
émerge par les parties encrées. Il en résulte un double changement: d’une part, le s
se colore, et d’autre part, les teintes produites par les encres se désaturent. Sur
d’un modèle de papier idéal similaire à celui introduit au paragraphe 2.1.1, Yule et N
sen posent l’équation suivante:

(3.52)
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où est la réflectance de l’encre, la réflectance du support est unitaire et est la
tion d’aire couverte par l’encre. Les termes de racine carrée et de puissance carrée
sent le parcours aller-retour de la lumière dans le papier. Par analogie, la relation (
de Murray-Davis s’interprète comme une modélisation à parcourt simple à l’intérieu
réflecteur. Sachant que le support n’est pas un diffuseur parfait, la réalité physiq
situe entre ces deux modèles. Yule et Nielsen introduisent un facteur ( ) ca
térisant un parcourt intermédiaire de la lumière qui généralise l’équation (3.52) d
façon suivante:

(3.53)

Cette relation porte le nom de relation de Yule-Nielsen et le nom de facteur Y
Nielsen. Bien qu’étant un paramètre empirique, peut être relié à la distance de
sion de la lumière dans le support (voir [Ruc78]).

Dans le cas d’une impression CMY classique, la correction de Yule-Nielsen s’app
à la relation (3.50) de Neugebauer de la façon suivante:

(3.54)

En pratique, la correction de Yule-Nielsen améliore les prédictions du modèle de
gebauer, mais le coefficient doit être déterminé pour chaque combinaison d’encre
support. Le calcul se fait à l’aide d’une méthode de recherche opérationnelle appl
aux spectres mesurés d’un jeu d’échantillons monochromes connus.

3.7.5 Equation de Clapper-Yule

Le modèle de Yule-Nielsen intègre le phénomène de diffusion de la lumière da
support, mais ignore la contribution des réflexions multiples vues au paragraph
Pour pallier à cette carence, Clapper et Yule reprennent l’analyse de la lumière re
par des échantillons tramés en considérant les contributions successives des diffé
réflexions (voir [Cla53] et figure 3.16). Ils aboutissent ainsi à la somme des termes d
série géométrique:

(3.55)

où et sont respectivement les coefficients de réflexion interne et de surface d
au paragraphe 3.4.2, la fraction de lumière renvoyée par le support vers la su
imprimée, la fraction d’aire recouverte par l’encre et la transmittance du mi
contenant l’encre. La relation (3.55) s’adapte également au modèle de Neugebaue
y reviendrons au chapitre 7.
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L’équation de Clapper-Yule modélise un support à l’intérieur duquel la lumière, pa
jeu des réflexions diffuses multiples, parcourt une distance très grande et ressort l
son point d’entrée. En pratique, la relation (3.55) s’applique dès que cette distanc
grande par rapport à la période de la trame. Ce modèle s’oppose à celui de Murray-
qui suppose que la lumière ne se propage pas dans le support. Entre ces deux extrê
correction empirique de Yule-Nielsen permet de tenir compte d’un parcourt moy
l’intérieur du support de distance limitée. Ces interprétations des modèles de Mu
Davis, Yule-Nielsen et Clapper-Yule seront reprises au chapitre 7.

3.7.6 Modèles de diffusion avancés

Les modèles de diffusion vus jusqu’ici ne prennent pas en compte les caractéris
géométriques de la trame employée, alors qu’elles jouent un rôle de premier plan.
le cas d’une trame dispersée, un point donné a souvent un voisin couvert d’une
combinaison d’encre, et la diffusion de la lumière dans le support conduit à une a
tion mutuelle des teintes de ces points. A l’opposé, dans le cas d’une trame à point
trés, les voisins sont souvent couvert par la même combinaison d’encres, évitant
l’altération de leur teinte.

Pour rendre compte de la géométrie de la trame, le phénomène de diffusion se mo
à l’aide d’une opération de convolution (voir [Ruc78], [Arn96] et [Gus97]). Dans un p
mier temps, on définit une fonction qui correspond à l’image que l’on observe
si un faisceau de lumière de diamètre infinitésimal touchait la surface du suppor
fonction est la réponse impulsionnelle du système, et caractérise la diffusion
lumière dans le support. Elle peut également s’interpréter en termes probabiliste, ai
photon incident à l’origine à une densité de probabilité d’émerger du suppo
point . La convolution de avec la figure formée par les impacts d’encres
duit l’image résultant de l’absorption des encres et de la diffusion dans le support.

Papier

Air

Encre

a

Figure 3.16:Modèle de réflexion de Clapper-Yule, prenant en compte la réflexion en surface,
les réflexions multiples internes et la diffusion de la lumière dans le support papier.
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P x y,( )

P x y,( )

x y,( ) P x y,( )



48 Chapitre 3: Les outils de prévision classiques

ns-

rt, on
te le
t de

t sur

on
ue la
vaux
dia-
lairage

tho-
odèle
dèle

repré-
robabi-

si, la
té de
lon-

usion
n bon
photon
cette

exion
ux des

es tels
as de
ques
ise en
ode de
la mise en équations, notons l’intensité incidente au point et la tra
mittance du milieu en ce point. Alors, le facteur de réflexion au point  est:

(3.56)

En intégrant le résultat de la relation (3.56) sur l’ensemble de la surface du suppo
obtient la réflectance globale de l’échantillon imprimé. Dans la pratique, on représen
facteur de transmission en chaque point du support à l’aide d’un plan discre
pixels. La convolution avec la réponse impulsionnelle s’opère numériquemen
l’image formé par le plan de pixels.

D’un point de vue qualitatif, la fonction décroît exponentiellement lorsqu’
s’écarte de l’origine, et sa symétrie est liée à la géométrie de l’éclairage. Notons q
mesure de reste une opération délicate (voir [Gus95] pp. 71-87). Des tra
récent (voir [Rog97]) visent à calculer à l’aide de l’équation de transfert des ra
tions de Chandrasekhar vue au paragraphe 3.5.4, connaissant les conditions d’éc
et les propriétés physiques du support papier.

3.7.7 Simulation par la méthode de Monte-Carlo

Le calcul du coefficient de réflexion d’un système complexe se fait à l’aide de mé
des statistiques. La prédiction se fait en imitant le phénomène réel grâce à un m
numérique discret à l’intérieur duquel on simule la progression des photons. Le mo
numérique discret du système est une maille tri-dimensionnelle dont chaque nœud
sente un élément de volume. Un nœud se voit associé à un ensemble de données p
listes qui découlent des propriétés physiques de l’élément de volume réel. Ain
probabilité d’absorption d’un photon est donnée par la densité optique, la probabili
diffusion se déduit de la section efficace de diffusion, la probabilité de changer de
gueur d’onde correspond aux propriétés de fluorescence et la probabilité de diff
dans une direction donnée dépend de la fonction de phase du diffuseur. A l’aide d’u
générateur de nombres aléatoires, on est en mesure de suivre la progression d’un
à travers le système étudié et d’en déduire l’état du photon à la sortie. En réitérant
opération un grand nombre de fois, il est possible de connaître le coefficient de réfl
et de transmission du système étudié grâce à un calcul statistique sur les états fina
photons.

Cette méthode permet de prédire les propriétés optiques de systèmes complex
que les tissues biologiques (voir [Han93] et [Tuc94]) pour lesquels on ne connaît p
solution sous forme fermée. Le principal point faible, commun à toutes les techni
statistiques, réside dans la puissance de calcul qu’elles nécessitent pour leur m
œuvre. Néanmoins, la progression de la puissance des ordinateurs rend la méth
Monte-Carlo abordable pour un nombre croissant d’applications.

I x y,( ) x y,( ) T x y,( )

x y,( )

R x y,( ) I x' y',( )T x' y',( )( )* P x' y',( )[ ] T x y,( )⋅=

T x y,( )

P x y,( )

P x y,( )

P x y,( )

P x y,( )
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3.8 Remarque finale sur les outils classiques

Ce chapitre rassemble les principaux outils classiques de prédiction couleur. En
ral, ces informations se trouvent dispersées dans plusieurs ouvrages de la littératu
cialisée. Nous avons voulu donner au lecteur une vue globale tout en restant synthé
Partant des lois physiques de base, les modèles sont introduits dans un ordre logiqu
en maintenant une progression allant des plus simples aux plus complexes. Les équ
de Maxwell conduisent directement aux lois de l’absorption de Lambert-Bouguer-
et aux lois de la réflexion de Fresnel. Par analogie avec l’absorption, on introdu
modèle similaire pour la diffusion simple. Grâce aux équations de Maxwell, la diffus
d’ondes électromagnétiques par de petits dipôles (diffusion Rayleigh) et celle causé
de petites particules (diffusion de Mie) se prédit avec une grande précision. L’étud
systèmes plus complexes se fait à l’aide de l’équation de transfert des radiatio
Chandrasekhar basée sur un modèle phénoménologique provenant de l’astronom
modèle de Kubelka et Munk, ainsi que les modèles à flux multiples, sont des formes
plifiées du cas général traité par Chandrasekhar.

Certaines substances rencontrées dans l’industrie graphique ont un caractère fl
cent: encres fluorescentes et azurants optiques du papier. La colorimétrie de ces
devient complexe puisque les spectres de réflexion et de transmission observés
dent de la source de lumière. Une modélisation plus élaboré destinée au traitement
cas est présentée.

Finalement, la prédiction des couleurs reproduites à l’aide de trames est abordée
biais des outils classiques tels que l’équation de Murray-Davis et celle de Neugeb
La diffusion de la lumière dans le papier fait intervenir les modèles de Yule-Nielsen e
Clapper-Yule. Ce point fait l’objet de recherches intenses comme le montrent les tra
récents sur la prédiction des spectres d’échantillons imprimés tramés
paragraphe 3.7.6).
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CHAPITRE 4 Nouvelle formulation mathématique

Dans ce chapitre nous allons mettre en place une nouvelle formulation mathéma
basée sur des outils provenant de l’algèbre linéaire. La première partie introduit les
de base dans le cas des problèmes se ramenant à un système d’équations différe
homogènes du premier ordre à coefficients constants. On illustrera la méthode p
résolution des équations classiques de Kubelka et Munk. Dans une seconde éta
s’intéressera au cas plus général des systèmes d’équations différentielles linéai
premier ordre à coefficients non constants. Cela nous amènera à l’étude du problè
Kubelka et Munk lorsque les coefficients d’absorption et de diffusion ne sont pas c
tants.

4.1 Forme matricielle des systèmes d’équations différentielles

Un système de équations différentielles homogènes du premier ordre à coeffic
constants s’écrit:

(4.1)

Ce système peut être mis sous forme matricielle de la façon suivante:

(4.2)

où est un vecteur dont les composantes sont les fonctions , et la matrice
rée d’ordre formée par les coefficients de l’équation (4.1). A présent, on se p
dans un espace vectoriel de dimension finie construit sur le corps des complex
le problème est ramené à la résolution d’une équation différentielle homogène du
mier ordre à coefficient constant dans  (voir [Ave91] pp. 47-58).

est un vecteur de dépendant d’un paramètre réel parcourant un interva
Selon le théorème fondamental donné par [Ave91] p. 52, il existe une applica
différentiable de classe unique : vérifiant (4.2) pour et . Ce
fonction s’écrit:

(4.3)

n

xd
d

y1 x( ) a11y1 x( ) a12y2 x( ) … a1nyn x( )+ + +=

xd
d

y2 x( ) a21y1 x( ) a22y2 x( ) … a2nyn x( )+ + +=

:

xd
d

yn x( ) an1y1 x( ) an2y2 x( ) … annyn x( )+ + +=












xd
d y x( ) Ay x( )=

y x( ) yi x( ) A

n aij

E n

E

y x( ) E x I

C∞ y I E→ x I∈ y x0( ) y0=

y x( ) x x0–( )A[ ]y0exp=



52 Chapitre 4: Nouvelle formulation mathématique

éve-

mbre
e le
de la
pen-
. Il ne
ation

ie de
en-

e91]
pace
Rappelons que pour une matrice carrée , l’expression est définie par le d
loppement en série de la fonction exponentielle (voir [Hir74] p. 83):

(4.4)

La notation  désigne l’endomorphisme  appliqué  fois: .

Le cas particulier  désigne l’identité notée .

On montre que la fonction (4.3) est solution en la remplaçant dans le premier me
de l’équation différentielle (4.2). Pour calculer la dérivée de l’exponentielle on utilis
développement en série donné par (4.4) en remplaçant par . La linéarité
dérivation permet de permuter celle-ci avec la somme infinie. D’autre part, ne dé
dant pas du paramètre , on peut également sortir les matrices de la dérivation
reste alors plus qu’à dériver les puissances de . En procédant à une simplific
et à un changement d’indice, on refait apparaître le développement en sér

avec en facteur. Le résultat final correspond bien à l’équation différ
tielle donnée.

(4.5)

4.1.1 Propriétés de l’exponentielle

Nous rappelons ici quelques propriétés que nous utiliserons par la suite (voir [Av
pp. 48-49). Soit un endomorphisme quelconque et un isomorphisme de l’es
vectoriel . Alors on a l’égalité suivante: .

B B[ ]exp

B[ ]exp Bi

i!
-----

i 0=

∞

∑=

Bi B i Bi BBB…B

i

=

    

B0 Id

B x x0–( )A
A

x A i

x x0–( )

x x0–( )A[ ]exp A

xd
d y x( )

xd
d

x x0–( )A[ ]y0exp( )

xd
d x x0–( )iA

i
y0

i!
--------------------------------

i 0=

∞

∑ 
 
 

xd
d x x0–( )iA

i
y0

i!
--------------------------------

 
 
 

i 0=

∞

∑
A iy0

i!
----------- 

 
xd

d
x x0–( )i( )

i 0=

∞

∑
A iy0

i!
----------- 

  i x x0–( )i 1–( )
i 1=

∞

∑

A
x x0–( ) jA

j
y0

j!
---------------------------------

j 0=

∞

∑ 
 
 

⋅

A y x( )

=

=

=

=

=

=

=

A B

E B 1– AB[ ]exp B 1– A[ ]Bexp=
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Si deux endomorphismes et commutent ( ) on a l’égalité des trois exp
sions suivantes: .

Pour tout endomorphisme de l’espace vectoriel , l’endomorphisme ad
pour inverse . On a donc où désign
l’application identité. Cette propriété découle directement du résultat précédent.

4.1.2 Calcul explicite des solutions

Dans tout ce paragraphe, l’espace vectoriel construit sur le corps des complex
de dimension finie et est une matrice carrée constante d’ordre . On appelle
nôme caractéristique de le polynôme en donné par , et vale
propres de les racines du polynôme caractéristique. Puisque le corps des no
complexes est algébriquement clos, le polynôme caractéristique admet exactem
racines que l’on notera  avec .

Nous appellerons sous-espace propre de associé à l’ensemble des vecteurs
fiant: . Un tel ensemble constitue un sous-espace vectoriel de et
noté .

4.1.2.1 Cas des matrices diagonalisables

Si pour toute valeur propre , la dimension du sous-espace propre est éga
multiplicité de comme racine du polynôme caractéristique, la matrice est diag
lisable (voir [God94] p. 438). Alors il existe une base de vecteurs propres de
Soit la valeur propre correspondant au vecteur ; dans ce cas on a

. D’où le résultat sur l’exponentielle de : .

Les vecteurs sont également les vecteurs colonne d’une matrice de chang
de base vérifiant où est la matrice diagonale formée par les valeurs
pres de . On montre alors grâce aux propriétés de l’exponentielle donnée
paragraphe 4.1.1 que:

(4.6)

où: (4.7)

Le calcul de la famille de vecteurs propres constituant la matrice de passage
appel à une méthode bien connue d’algèbre linéaire (voir [Lip94] pp. 286-287).
chaque valeur propre les vecteurs d’un sous-espace propre vérifient l’équ

. Si est l’ordre de multiplicité de , on choisit vecteurs indépe

A B AB BA=

A B+[ ]exp A[ ] B[ ]expexp B[ ] A[ ]expexp= =

A E A[ ]exp

A–[ ]exp A[ ]exp A–[ ]exp A–[ ]exp A[ ]exp Id= = Id

E

n A n

A λ P λ( ) det A λId–( )=

A

n

αi 1 i n≤ ≤

E αi y
A αi Id–( )y 0= E

E αi( )

αi E αi( )

αi A

ej{ } n A

αi ei Aei αiei=

Amei αi( )mei= A A[ ]eiexp αi[ ]eiexp=

ej{ } V

A VDV 1–= D

αi{ } A

x x0–( )A[ ]exp V x x0–( )D[ ]exp V 1–=

x x0–( )D[ ]exp

x x0–( )α1[ ]exp 0

x x0–( )α2[ ]exp

˙ ⋅
0 x x0–( )αn[ ]exp 

 
 
 
 
 
 

=

V

αi y E αi( )

A αi Id–( )y 0= m αi m
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dants vérifiant cette équation pour constituer une base de . La concaténation d
tes les bases des sous-espaces propres conduit à une base de vecteurs propres
servira à construire .

Ainsi la solution donnée par l’équation (4.3) se ramène à une forme très simple:

(4.8)

4.1.2.2 Cas des matrices non diagonalisables

Dans le cas général, la dimension du sous-espace propre n’est pas nécessa
égale à la multiplicité de comme racine du polynôme caractéristique (voir [God
pp. 441-450). Alors n’est plus diagonalisable et le calcul de l’exponentielle dev
délicat. Il est néanmoins possible de simplifier considérablement ce problème en m

sous la forme canonique de Jordan (voir [Hor96] pp. 121-142). Cette forme par
lière de matrice n’a des valeurs non nulles que sur la diagonale principale et la pre
sur-diagonale. Le théorème de Jordan dit qu’il existe dans ce cas une matrice de
gement de base mettant  sous la forme bloc diagonale (voir [Hor96] p. 126):

avec (4.9)

sous les conditions suivantes: et . Les sont d
matrices carrées d’ordre appelées blocs de Jordan. Notons qu’à chaque bloc es
cié un vecteur propre indépendant, mais que les valeurs propres associées ne s
nécessairement distinctes. L’exponentielle d’une matrice est alors de la forme:

(4.10)

Grâce aux propriétés des blocs de Jordan, le calcul de est grandement sim
Tout bloc de Jordan d’ordre peut s’écrire sous la forme d’une somme d’une ma
identité multipliée par une valeur propre et d’une matrice nilpotente qui n’a que
“1” dans la première sur-diagonale: . Rappelons que la matrice est
potente car est nulle. Notons également que les matrices et commuten
peut montrer que pour tout la matrice est un polynôme en de degré éga
(voir [Hor96] p. 138):

E αi( )

ej{ }
V

f x( ) V x x0–( )D[ ]exp V 1– y0=

E αi( )
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A

A

V
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A V
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On en déduit que est un polynôme en de degré au plus égal à . Grâce à
propriété, le calcul de l’exponentielle de est grandement simplifié. Finalemen
solution donnée dans l’équation (4.3) se met sous la forme:

(4.12)

où  est la forme canonique de Jordan de la matrice .

4.2 Application: équations classiques de Kubelka et Munk

Le problème de Kubelka et Munk, que nous avons présenté au paragraphe 3.5.5
être traité grâce à la méthode que nous venons de présenter. En effet, le système
tions différentielles faisant intervenir le flux descendant et le flux montant peu
mettre sous forme matricielle comme le montre l’équation (4.13). Rappelons que
le coefficient d’absorption et le coefficient de diffusion. Pour mettre en évidence
avantages de la formulation matricielle, la résolution va être présentée de façon dét

(4.13)

Pour simplifier l’écriture posons et

où , ,  et  sont des fonctions de .

Jk( )m m

i 
  ak

i Nm i–⋅
i m k– 1+=

m

∑= N

0 1 0

0 ˙ ⋅
˙ ⋅ 1

0 0 
 
 
 
 
 
 

=

Jk[ ]exp N k

A

f x( ) V x x0–( )J[ ]exp V 1– y0=

J A

i j

K

S

i

j

dx

X

Support de réflectanceRg

Figure 4.1: Un milieu diffusant
d’épaisseur repose sur un support
de réflectance . Le milieu diffusant
est découpé en tranches parallèles infi-
nitésimales d’épaisseur . On consi-
dère alors deux flux, l’un descendant
noté  et l’autre ascendant noté .
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D’après ce que nous venons de voir au paragraphe 4.1, la solution de l’équation (
s’écrit:

(4.14)

La condition imposée à l’abscisse par la réflexion du support est
En introduisant ce résultat dans l’équation (4.14), on arrive à exprimer en fonc
de :

(4.15)

Par définition, la réflectance du revêtement d’épaisseur est égale au rapport
 et , d’où:

(4.16)

Détaillons le calcul de l’exponentielle de la matrice afin d’exprimer , , et
fonction des constantes d’absorption et de diffusion ainsi que l’épaisseur d
couche étudiée. On applique la méthodologie décrite au paragraphe 4.1.2 à la matr

Calculons le polynôme caractéristique de la matrice :

(4.17)

Puisque par définition et sont deux réels positifs, le polynôme caractéristique
admet deux racines réelles et . Le polynôme
factorise alors de la façon suivante: . Les vecteurs propres a
ciés aux valeurs propres vérifient respectivement les équations suivantes:

(4.18)

(4.19)

On en déduit que les vecteurs propres associés à la valeur propre vérifient l’
tion , et que les vecteurs propres vérifient pour leur p

. Choisissons deux représentants de ces ensembles:
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Pour alléger l’écriture, on introduit, comme dans la littérature (voir [Jud75]p 429),
constantes et . A présent, on peut construire la matrice de pas

dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs et . admet une matrice invers
l’on note . On donne leurs expressions en fonction de  et de :

 et (4.21)

A ce stade du calcul, l’expression de se simplifie considérablem
puisqu’on se ramène au calcul de l’exponentielle d’une matrice diagonale avec

:

(4.22)

La forme donnée dans l’équation (4.22) est compacte et simple à manipuler. Elle
tre que la formulation matricielle autorise une manipulation plus aisée de notre
blème. Pour faire le lien entre cette expression et le formulaire classique lié au mod
Kubelka et Munk, développons le produit matriciel de (4.22).

(4.23)

En substituant les coefficients de la matrice (4.23) dans la relation (4.14) et en e
tuant le calcul de l’expression (4.16), on retrouve la solution générale du modè
Kubelka et Munk telle qu’elle a été introduite au paragraphe 3.5.5. La mise en facte
numérateur et au dénominateur des termes exponentiels fait apparaître la fonction
gente hyperbolique:

(4.24)
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0 α2 X 0–( )[ ]exp 
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 
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V bSX[ ]exp 0

0 bSX–[ ]exp 
 
 

V 1–

=

=
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 
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1
2b
------ a b+( ) bSX[ ]exp a b–( ) b– SX[ ]exp– b– SX[ ]exp bSX[ ]exp–

bSX[ ]exp b– SX[ ]exp– a b+( ) b– SX[ ]exp a b–( ) bSX[ ]exp– 
 
 

= =

R
bSX[ ]exp b– SX[ ]exp– a b+( ) b– SX[ ]exp a b–( ) bSX[ ]exp–( )Rg+

a b+( ) bSX[ ]exp a b–( ) b– SX[ ]exp– b– SX[ ]exp bSX[ ]exp–( )Rg+
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1 Rg a b bSX( )coth–( )–
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-----------------------------------------------------------
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A présent, nous sommes en mesure de reconstruire l’ensemble du formulaire lié a
blème de Kubelka et Munk sur la base de la formulation matricielle. Il suffit de cons
rer dans chaque cas la forme particulière que prend la relation (4.23). Un cas intére
est celui de la couche d’épaisseur infinie. Lorsque devient très grand, les te

vont tendre vers 0 puisque et sont des quantités positives. La rela
(4.23) s’écrit alors:

(4.25)

Pratiquement, une couche est considérée d’épaisseur infinie si le flux descend
lumière est nulle en , d’où la condition ( ). En introduisant ceci
l’expression (4.25) dans l’équation (4.14), on aboutit à:

(4.26)

qui est l’expression de la réflectance d’une couche infinie (voir [Jud75] p. 423), plus
nue sous la forme donnant  en fonction de :

(4.27)

Notons encore deux autres cas importants dans le cadre de la théorie de Kube
Munk. Dans le premier, la réflectance du support est nulle . L’équation (4.24
simplifie et donne la réflectance notée :

(4.28)

Dans le second cas, on désir connaître la réflectance notée lorsque le support
réflecteur diffus parfait ( ):

(4.29)

La formulation matricielle a permis de recalculer les équations de Kubelka et Mun
faisant appel à des techniques algébriques simples et bien connues dans la littérat
particulier, on s’est affranchi de lourdes manipulations d’analyse mathématique. R
nons de ce paragraphe la méthodologie en quatre étapes: la mise des équation
forme matricielle, la diagonalisation de la matrice, le calcul de l’exponentielle de ma
et le regroupement des termes conduisant au résultat final. Nous l’avons appliqué
cas simple afin de bien saisir toutes les articulations du raisonnement. Cette dém
sera réutilisée à plusieurs reprises par la suite.
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4.3 Système d’équations différentielles à coefficients variables

Jusqu’à présent, nous avons toujours considéré un système d’équations différen
homogènes du premier ordre à coefficients constants. En pratique, les coefficient
très souvent eux aussi des fonctions de la variable d’intégration. L’objet de ce parag
est de présenter un certain nombre de méthodes permettant de résoudre ces cas.
reusement, la solution générale ne s’exprime pas de façon simple. Il faudra souven
appel à des hypothèses simplificatrices.

4.3.1 Le produit intégral

Introduisons la notions de produit intégral (voir [Ave91] pp. 59-61). Soit une ap
cation d’un intervalle sur l’ensemble des endomorphismes d’un espace vectori

. Soit une subdivision de l’intervalle en sous intervalles p
les points . On construit alors la fonction qui prend la vale

sur l’intervalle pour . On appelle produit intégral de la fon
tion en escalier  sur l’intervalle  la matrice:

(4.30)

Le produit matriciel n’étant pas commutatif, l’ordre des exponentielles dans le pro
doit être respecté. D’après la littérature (voir [Ave91] p. 60), si la fonction est co
nue, la quantité converge vers la même limite lorsque tend vers l’infini et qu
plus grand des pas tend vers 0, quelle que soit la subdivision
l’intervalle . On appellera cette limiteproduit intégral de  et elle sera notée :

(4.31)

A présent, on peut définir une fonction produit intégral de sur par . C
fonction possède des propriétés très intéressantes:

•  est inversible: .

• On a l’analogue de la relation de Chasles: et pour trois points , et
l’intervalle , on vérifie .

• Le produit intégral admet une dérivée par rapport à la borne supérieure:

(4.32)

Nous ne démontrons que la dernière propriété. Pour les autres, nous renvoyons
teur à [Ave91] p. 61. Tout d’abord rappelons que pour un scalaire petit et une app
tion continue, on a: . Partant de la définition de la dériv

A

I E

A: I End E( )→ σ I u v[ , ]= m

u x0 x1 … xm< < < v= = Ã x( )

A i A xi( )= xi 1– xi[,[ 1 i m≤ ≤
Ã x( ) I

Px0

xm Ã( ) xm xm 1––( )Am[ ]exp … xi xi 1––( )A i[ ]exp … x1 x0–( )A1[ ]exp=

A x( )

Px0

xm Ã( ) m

x∆ supxi xi 1––= σ
I A x( ) Pu

v A( )

Pu
v A( ) Px0

xm Ã( )
x∆ 0→
lim=

A x( ) I Pu
x A( )

Pu
v A( ) Pu

v A( )[ ]
1–

Pu
v A–( ) Pv

u A( )= =

Pu
u A( ) Id= u v w

I Pu
w A( ) Pv

w A( ) Pu
v⋅ A( )=

xd
d Pu

x A( ) A x( )Pu
x A( )=

h

A x( ) Px
x h+ A( ) Id hA x( ) o h( )+ +=
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d’une fonction, on fait apparaître le terme grâce à la relation de Chasles. A
simplification, on aboutit au résultat recherché.

(4.33)

4.3.2 Théorème fondamental

Soit le système de équations différentielles homogènes du premier ordre à c
cients variables:

(4.34)

Mis sous forme matricielle, il s’écrit:

(4.35)

où est un vecteur dont les composantes sont les fonctions , et la ma
carrée d’ordre formée par les fonctions de l’équation (4.34). Dans notre cas
fonctions  sont toujours continues.

Le théorème fondamental des équations différentielles linéaires homogènes
[Ave91] p. 61) affirme que l’équation (4.35) admet une unique solution
différentiable de classe  et vérifiant la condition . Cette application est:

(4.36)

Ce résultat découle directement de la propriété de la dérivée du produit intégral do
dans l’équation (4.32). Remarquons que le calcul explicite du produit intégral n’es
trivial. Cela est dû entre autres à la non-commutativité du produit matriciel.

Px
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xd
d Pu
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Pu

x h+ A( ) Pu
x A( )–

h
----------------------------------------

h 0→
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Px
x h+ A( ) Id–( )Pu

x A( )

h
---------------------------------------------------
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hA x( )( )Pu
x A( )

h
---------------------------------

h 0→
lim

A x( )Pu
x A( )

=

=

=

=

n

xd
d

y1 x( ) a11 x( )y1 x( ) a12 x( )y2 x( ) … a1n x( )yn x( )+ + +=

xd
d

y2 x( ) a21 x( )y1 x( ) a22 x( )y2 x( ) … a2n x( )yn x( )+ + +=

:

xd
d

yn x( ) an1 x( )y1 x( ) an2 x( )y2 x( ) … ann x( )yn x( )+ + +=
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xd
d y x( ) A x( )y x( )=

y x( ) yi x( ) A x( )

n aij x( )
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C1 y x0( ) y0=

y x( ) Px0

x A( )y0=



4.3 Système d’équations différentielles à coefficients variables 61

pour
oduit
de la
du

nne
au

nt de
ître
ène
4.3.2.1 Cas des matrices qui commutent

Considérons le cas particulier dans lequel les matrices et commutent
tout couple de points de . Nous avons vu au paragraphe 4.1.1 que le pr
des exponentielles de deux matrices qui commutent est égal à l’exponentielle
somme de ces deux matrices: . L’expression
produit intégral se simplifie alors comme suit:

(4.37)

où  est le plus grand pas de la subdivision de l’intervalle .

La solution de l’équation (4.35) avec la condition initiale  s’écrit alors:

(4.38)

Notons le cas particulier d’une application constante. La solution (4.38) redo
après simplification et mise en facteur la solution (4.3) qui a été étudiée
paragraphe 4.1.

4.3.2.2 Cas des coefficients proportionnels

Analysons le cas particulier dans lequel tous les coefficients de la matrice so
la forme . La fonction peut alors être mise en facteur et fait appara
la matrice constante dont les coefficients sont les . L’équation (4.35) se ram
alors à la forme suivante:

(4.39)

Cette équation admet pour solution:

(4.40)

où  est la condition initiale.
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=

=

=
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x

∫ y0exp=
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A x( )

aij x( ) bij f x( )= f x( )

B bij
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d y x( ) f x( )By x( )=
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4.3.3 Système d’équations différentielles linéaires avec second membre

Dans la suite de cet exposé, nous serons amenés à résoudre des systèmes d’é
différentielles avec second membre. Ce paragraphe donne les principaux résultats
un petit rappel de la méthode de variation des constantes. Les conventions de no
sont les mêmes que dans la partie précédente.

Considérons le système d’équations différentielles linéaires dont l’écriture matric
est:

(4.41)

 s’appelle lesecond membre de l’équation.

Cette équation admet une unique solution en vérifiant la condition initiale
(voir [Ave91] p. 65):

(4.42)

La démonstration se fait de façon classique par la méthode de variation des cons
On pose . Le calcul de la dérivée de donne, en utilisant la propr
de la dérivée du produit intégral:

(4.43)

L’identification de cette dérivée avec l’équation (4.41) implique
Grâce à l’inverse du produit intégral, la dérivée de s’exprime en fonction de

et de la condition initiale . Par intégration, on trouve l’expression de d
née dans (4.44):

(4.44)

En introduisant ce résultat dans , on trouve la solution (4.42).

Notons que pour une matrice constante, l’expression (4.42) se simplifie pour do

(4.45)

et que, dans le cas particulier où les matrices  commutent entre elles, on a:

(4.46)
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xd
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b x( ) Px0

x A( )
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d g x( )=

g x( ) b x( )
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x0 A( ) y0 g x( )

g x( ) y0 Px0
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x0

x

∫+ y0 Pt
x0 A( )b t( ) td

x0

x

∫+= =

y x( )

A

y x( ) x x0–( )A[ ]y0exp x t–( )A[ ]exp b t( ) td
x0

x

∫+=

A x( )

y x( ) A t( ) td
x0

x

∫ y0exp A u( ) ud
t

x

∫exp b t( ) td
x0

x

∫+=



4.3 Système d’équations différentielles à coefficients variables 63

tion

incaré
bles.
ise à

ques
os pro-

forme
lution
e les
nt la
(voir

mo-

atri-

on-
ntal

n réel
qua-
Si les coefficients de la matrice sont proportionnels, on a et la solu
s’écrit alors:

(4.47)

4.3.4 Méthode des perturbations

La méthode des perturbations a été développée au début du siècle par Henri Po
dans le cadre de la résolution d’équations différentielles linéaires à coefficients varia
L’idée sous-jacente est la continuité des solutions d’une équation différentielle soum
de faibles perturbations (voir [Hir74] pp. 304-318). Les démonstrations mathémati
sont volontairement laissées de coté. Elles apportent peu à la compréhension de n
blèmes et elles se retrouvent facilement dans la littérature.

La méthode des perturbations se compose de trois étapes. Tout d’abord, on trans
le problème original en introduisant un petit paramètre . Puis, on cherche une so
qui s’exprime sous la forme d’un développement en série suivant , et on calcul
coefficients de cette série. Finalement, on revient au problème original en faisa
somme des termes de la série et en choisissant judicieusement la valeur de
[Ben78] p. 320).

Nous voulons trouver une solution du système (4.34) d’équations différentielles ho
gène à coefficients non-constants. Nous ne rappelons que son écriture matricielle:

(4.48)

Afin d’appliquer la méthode, il faut pouvoir décomposer en somme de deux m
ces constantes multipliées par des fonctions de la variable :

(4.49)

où le second terme est petit devant le premier: .

Si les matrices et commutent, l’équation différentielle (4.48) admet, pour la c
dition initiale , une unique solution que l’on déduit du théorème fondame
énoncé au paragraphe 4.3.2:

(4.50)

Etudions à présent le cas où les matrices et ne commutent pas. Posons , u
de très petite valeur absolue vérifiant , et cherchons une solution de l’é
tion (4.48) de la forme:

A x( ) A x( ) B f x( )=

y x( ) B f t( ) td
x0

x

∫ y0exp B f u( ) ud
t

x

∫exp b t( ) td
x0

x

∫+=

ε
ε

ε

xd
d y x( ) A x( )y x( )=

A x( )

x

A x( ) B f x( ) Cg x( )+=

Cg x( ) B f x( )«

B C

y x0( ) y0=

y x( ) B f t( ) td
x0

x

∫ C g t( ) td
x0

x

∫+ y0exp B f t( ) td
x0

x

∫ C g t( ) td
x0

x

∫ y0expexp= =

B C ε
g x( ) εg̃ x( )=
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Notons que désigne la première fonction du développement de alors que
la valeur de la fonction en . Si l’on remplace l’expression (4.51) de d
l’équation différentielle (4.48), on obtient:

(4.52)

En identifiant les coefficients des de même puissance, on aboutit à une série d’
tions différentielles linéaires du premier ordre liées entre elles de façon récurrent
première, issue de l’identification des coefficients de , est une équation homogène
tes les autres ont un second membre.

(4.53)

(4.54)

(4.55)

D’après les résultats (4.40) et (4.47), les équations (4.53), (4.54) et (4.55) adm
respectivement pour solution (4.56), (4.57) et (4.58), où , et dépendent des
ditions initiales.

(4.56)

(4.57)

(4.58)

Le respect de la condition initiale impose et pour tout diff
rent de . On aboutit finalement à une forme simplifiée des équations précédente
solution de notre problème s’écrit donc:
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x
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4.4 Application au problème de Kubelka et Munk généralisé

Au paragraphe 4.2, nous avons étudié le problème classique de Kubelka et Mu
usant de la formulation matricielle. Tout au long de cette analyse, les coefficients d
fusion et d’absorption ont été supposés constants. La pratique nous enseign
l’on a plus souvent à faire à un gradient de ces coefficients (voir [Mos91] p. 127-1
Les coefficients et deviennent alors des fonctions; on appelle cela le problèm
Kubelka et Munk généralisé. Les premières études ont été menées par Ku
([Kub54]) et ne traitaient que le cas ou les coefficients d’absorption et de diffusion
proportionnels. Récemment, Mandelis et Grossman ont proposé une approche ba
la méthode des perturbations ([Man92]). Cependant, leur développement mathém
était accompagné d’un lourd traitement algébrique, comme le soulignent les auteur
l’article: “... Following some tedious algebraic manipulation ...”.

Ici, nous allons approcher le problème de Kubelka et Munk généralisé par la mét
des perturbations, en introduisant la formulation matricielle qui nous permettra de
tourner les lourdeurs mathématiques.

L’équation du problème généralisé s’obtient en remplaçant dans l’équation (4.13
problème classique les coefficients et par les fonctions et . En admetta
mêmes conventions qu’au paragraphe 4.2, on aboutit à l’équation (4.63) que l’on
résoudre:

(4.63)

Ce système s’écrit également:
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Pour simplifier l’écriture, posons ,  et .

On introduit également les fonctions  et .

La condition initiale s’écrit . Comme au paragraphe 4.2, on intèg

l’équation différentielle entre  et .

4.4.1 Milieux à comportement diffusant dominant

Etudions le cas dans lequel la diffusion domine l’absorption ( ) et introduis
le paramètre  en posant .

On cherche une solution de la forme , où les sont données pa
équations (4.60), (4.61) et (4.62).

Dans ce cas particulier, la matrice est nilpotente car . Le calcul de l’expon
tielle de matrice (voir la définition (4.4)) se simplifie considérablement puisque:

(4.65)

D’où l’expression de :

(4.66)

Par récurrence, on peut construire les autres fonctions :

id
xd

-----

jd
xd

-----
 
 
 
 
 
 

1 0

0 1– 
 
 

K x( ) 1 1–

1 1– 
 
 

S x( )+ i

j 
 
 

⋅=

y x( ) i x( )

j x( ) 
 
 

= C 1 0

0 1– 
 
 

= B 1 1–

1 1– 
 
 

=

S x( ) S t( ) td
0

x

∫= K x( ) K t( ) td
0

x

∫=

y x0( ) y0
i x0( )

j x0( ) 
 
 

= =

x0 0= x X=

K x( ) S x( )«

ε K x( ) εK̃ x( )=

y X( ) εiyi X( )
i 0=

∞

∑= yi X( )

B B2 0=

B S t( ) td
0

X

∫exp Id B S t( ) td
0

X

∫+=

y0 X( )

y0 X( ) Id B S t( ) td
0

X

∫+ 
  i 0( )

j 0( ) 
 
 

Id BS X( )+( ) i 0( )

j 0( ) 
 
 

1 S X( )+ S X( )–

S X( ) 1 S X( )– 
 
  i 0( )

j 0( ) 
 
 

=

=

=

yi X( )
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En général, on confie ce calcul à un logiciel mathématique qui dispose de routine
fisamment puissantes pour opérer les intégrations et calculer les exponentiell
matrice. La précision de l’approximation de dépend du nombre de fonctions
calculées. Dans [Man92], les auteurs affirment qu’en pratique on peut se limiter
deux premiers termes du développement en série, soit .

Dans chacune des fonctions données par (4.66), (4.67) et (4.68), le vecte
peut être mis en facteur. s’écrit alors sous la forme d’une série de matrices
multipliée par , d’où:

(4.69)

Pour retrouver une relation entre et comme au paragraphe 4.2, on opè
produit matriciel dans l’équation (4.69), et on regroupe les expressions des deux co
santes obtenues grâce à la condition imposée par la réflexion du sup
Il en résulte une généralisation de l’équation (4.15) du cas classique:

(4.70)

4.4.2 Milieux à comportement absorbant dominant

On se place à présent dans le cas où auquel on applique la même dém
que dans l’étude précédente. Posons . Ici le calcul de l’exponentielle
matrice est également très simple puisque la matrice  est diagonale:

y1 X( ) B S X( ) S t( )–( )[ ]exp CK̃ t( )y0 t( ) td
0

X

∫

Id B S X( ) S t( )–( )+( )CK̃ t( )y0 t( ) td
0

X

∫
1 S X( ) S t( )–+ S X( ) S t( )–

S X( ) S t( )– S X( ) S t( )– 1– 
 
 

K̃ t( )y0 t( ) td
0

X

∫
1 S X( ) S t( )–+ S X( ) S t( )–

S X( ) S t( )– S X( ) S t( )– 1– 
 
  1 S X( )+ S X( )–

S X( ) 1 S X( )– 
 
 

K̃ t( ) td
0

X

∫ i 0( )

j 0( ) 
 
 

⋅

=

=

=

=

…
yi X( ) Id B S X( ) S t( )–( )+( )CK̃ t( )yi 1– t( ) td

0

X

∫
1 S X( ) S t( )–+ S X( ) S t( )–

S X( ) S t( )– S X( ) S t( )– 1– 
 
 

K̃ t( )yi 1– t( ) td
0

X

∫

=

=

…

y X( ) yi X( )

y X( ) y0 X( ) εy1 X( )+≈

yi X( ) y0

y X( ) Y i X( )

y0

y X( ) i X( )

j X( ) 
 
 

εiY i X( )
i 0=

∞

∑ 
 
 

y0⋅ t X( ) u X( )

v X( ) w X( ) 
 
  i 0( )

j 0( ) 
 
 

⋅= = =

j X( ) i X( )

j 0( ) Rgi 0( )=

j X( )
v X( ) w X( )Rg+

t X( ) u X( )Rg+
----------------------------------- i X( )⋅=

S x( ) K x( )«

S x( ) εS̃ x( )=

C
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On en déduit aisément les expressions des fonctions du développement

(4.72)

(4.73)

(4.74)

De même que dans le cas précédent, le vecteur peut être mis en facteur et a
solution se met sous la forme de la relation (4.69), avec les fonction , ,

appropriées. Après le regroupement des termes grâce à la condition
on aboutit à un résultat semblable à l’équation (4.70).

4.5 Remarques finales et principaux résultats

Nous venons de mettre en place une nouvelle formulation mathématique basé
l’algèbre linéaire. Son premier avantage réside dans l’allègement des notations, le s
est l’ouverture des problèmes aux puissantes méthodes de résolution de sys
d’équations différentielles linéaires. Grâce à la notation matricielle, l’intégration
équations différentielles linéaires à coefficients constants se ramène au calcul
exponentielle de matrice. Dans le cas de coefficients variables, la méthode des pe
tions conduit à des solutions facilement calculables par un ordinateur.

La puissance de la nouvelle formulation et des méthodes de résolution qui s’y
chent a été illustrée dans le cadre des problèmes de Kubelka et Munk. Leur traite
classique était toujours accompagné de longs développements algébriques; la no
notation matricielle a considérablement simplifié les étapes du calcul.

C K t( ) td
0

X

∫exp K X( )[ ]exp 0

0 K– X( )[ ]exp 
 
 

=

y X( ) εiyi X( )
i 0=

∞

∑=

y0 X( ) K X( )[ ]exp 0

0 K– X( )[ ]exp 
 
  i 0( )

j 0( ) 
 
 

=

y1 X( ) K X( ) K t( )–[ ]exp 0

0 K t( ) K– X( )[ ]exp 
 
 

BS̃ t( )y0 t( ) td
0

X

∫
K X( ) K t( )–[ ]exp K X( ) K t( )–[ ]exp–

K t( ) K– X( )[ ]exp K t( ) K– X( )[ ]exp– 
 
 

S̃ t( )y0 t( ) td
0

X

∫

2K X( ) K t( )–[ ]exp K t( )–[ ]exp–

K t( )[ ]exp K t( ) 2K– X( )[ ]exp– 
 
 

S̃ t( ) td
0

X

∫ i 0( )

j 0( ) 
 
 

⋅

=

=

=

…

yi X( ) K X( ) K t( )–[ ]exp K X( ) K t( )–[ ]exp–

K t( ) K– X( )[ ]exp K t( ) K– X( )[ ]exp– 
 
 

S̃ t( )yi 1– t( ) td
0

X

∫=

…

y0

t X( ) u X( ) v X( )

w X( ) j 0( ) Rgi 0( )=
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Dans les chapitres suivants, nous verrons que cette formulation s’applique égalem
des modèles plus sophistiqués tels que ceux à flux multiples et ceux intégrant la flu
cence. Notre cadre mathématique est en mesure de rendre compte des situatio
complexes rencontrées dans ces modèles. En pratique, cela se traduira par une au
tion de la dimension de la matrice carrée des coefficients des équations différent
Les notations et le calcul à effectuer resteront les mêmes, ainsi toute la difficulté du
blème est laissée à l’ordinateur qui devra traiter des matrices plus grosses. L’utilis
libéré des difficultés calculatoires pourra concentrer son attention sur la modélis
sans risquer de se perdre dans des traitements algébriques inextricables.
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CHAPITRE 5 Extension du modèle classique de
Kubelka et Munk

Le modèle classique de Kubelka et Munk doit son succès à la qualité de ses prédi
ainsi qu’à la simplicité des relations qui en découlent. Mais la difficulté des traitem
mathématiques et le manque de puissance de calcul informatique ont longtemps
voire empêché d’aborder des questions posées par les concentrations élevée
réflexions multiples et la fluorescence. Grâce à la formulation introduite au chapit
nous intègrerons ici dans le cadre d’un modèle à deux flux tel que celui de Kubelk
Munk, les principales méthodes utilisées pour traiter ces problèmes. Par souci de c
la matière est introduite par un modèle à un flux et l’exposé se termine par une ouve
sur les modèles à flux multiples.

5.1 Milieux à forte concentration

Par hypothèse, la loi de Beer ne s’applique qu’aux milieux à faible concentration
lesquels on néglige l’influence réciproque entre les centres d’absorption
paragraphe 3.2.2). De plus, le coefficient d’extinction et la concentration sont tr
comme des constantes lors de l’intégration de la forme différentielle de la loi (
paragraphe 3.2.2). Ces hypothèses fondamentales sont mises en défaut lorsqu’on
resse à une encre imprimée sur un papier glacé ou un transparent. La technologie
supports veut que l’encre soit maintenue dans une couche réceptrice proche de la s
(voir paragraphe 2.1). Une analyse plus fine au microscope confocal nous a montr
la concentration de colorant de l’encre varie fortement à l’intérieur de la couche ré
trice. Cela conduit à des concentrations locales très élevées mettant en défaut la
Beer. Pour résoudre ce problème, nous allons proposer une extension de cette loi,
restant dans le même cadre mathématique.

5.1.1 Nouvelle interprétation du coefficient d’extinction

Considérant la forme différentielle de la loi de Beer (voir l’équation (3.5)), nous sup
serons le coefficient d’extinction et la concentration comme des grandeurs va
avec la position dans le milieu . L’absorption d’un liquide par un solide poreux ca
très souvent un gradient de concentration. Il est donc raisonnable de considérer c
une fonction de la position . Le coefficient d’extinction, par contre, représente une
priété de la substance absorbante. Il faut donc revenir à la signification de la gra

 pour justifier notre hypothèse.

Le phénomène d’absorption s’étudie sous l’angle d’un problème balistique dans l
les projectiles sont des photons. Ces derniers peuvent être arrêtés par les sub
absorbantes qui se comportent comme des obstacles. Plus la section de l’obsta

ε λ( ) c

x

c

x

ε λ( )
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grande, plus la probabilité d’interception est élevée. Le coefficient d’extinction
s’interprète physiquement comme une section efficace qui dépend de la forme géo
que des éléments absorbants et de leurs orientations dans l’espace.

Lorsqu’on a de faibles concentrations, les éléments absorbants sont suffisammen
gnés les uns des autres pour qu’il n’y ait pas d’interaction. C’est pourquoi dans le c
de la loi de Beer, les éléments absorbants de deux tranches infinitésimales succe
sont considérés comme indépendants. Si le milieu est homogène, les éléments abs
n’ont pas d’orientation privilégiée, et le coefficient d’extinction équivaut à la moyen
des sections efficaces pour toutes les orientations d’un centre d’absorption isolé.

En augmentant la concentration des éléments absorbants, leurs interactions crois
conduisent à une organisation du milieu. Il n’y a pas de règle générale pour le comp
ment qui varie d’une substance à l’autre. Il peut se former des agrégats qui son
empilements réguliers du même élément, ou à l’opposé, les éléments peuvent se r
ser mutuellement pour occuper au mieux l’espace. On rencontre généralement une
guration intermédiaire à ces deux cas extrêmes.

La figure 5.1 illustre trois cas en présentant la disposition des éléments absorba
deux tranches infinitésimales successives. On constate que les agrégats (b) prés
plus faible section efficace alors que la configuration d’occupation maximale de l’es
(c) présente la plus grande. Si l’indépendance des tranches reste garantie, comme
configuration (a) dont la section efficace est intermédiaire à celle des autres confi
tions, la loi de Beer reste vérifiée.

Pour tenir compte de ces différents comportement, nous proposons d’introduire d
modèle de Beer un coefficient d’extinction dépendant de la concentration: . P
que la concentration peut également dépendre de la position , la forme différentie
la loi de Beer modifiée s’écrit:

(5.1)

ε λ( )

Figure 5.1: Superposition de tranches infinitésimales (a) dans le cas indépendant (vérifiant la lo
de Beer), (b) dans le cas de la formation d’agrégats et (c) dans le cas de l’occupation maxima

(a) (b) (c)

ε λ c,( )

x

dI 10 c x( ) ε λ c x( ),( ) I dxln–=
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où est l’intensité du flux lumineux incident et sa variation sur l’intervalle .
résolution de cette équation différentielle ne présente pas de difficultés. Il suffit q
fonction  soit intégrable (voir [Bro97] p. 390). On aboutit alors à la soluti

(5.2)

qui donne également une nouvelle expression pour la densité du milieu:

(5.3)

L’équation (5.2) fournit une solution au problème des concentrations élevées à c
tion de connaître la fonction résultant du produit . Dans les mélanges de
sieurs substances, des molécules de nature différentes interagissent et modifien
coefficients d’extinction. Pour tenir compte de ce facteur, l’équation (5.2) est modifié
introduisant une fonction de mélange . La nouvelle relation s’écrit alors:

(5.4)

La fonction caractérise les déviations vis-à-vis de la loi de Beer et généralis
notion de coefficient d’extinction. Une telle fonction ramène dans notre cadre math
tique tous les systèmes présentant de fortes concentrations de substances qui in
sent. Dans le cadre de cette recherche aucune fonction n’a été mesurée ou calcu
travail devra faire l’objet d’une autre étude. L’introduction des fonctions de mélange
avant tout à montrer la puissance de notre formulation mathématique et ses poss
d’extensions.

5.1.2 Application au modèle à deux flux

La nouvelle formulation introduite au chapitre 4 permet de traiter le cas des milie
coefficient d’absorption variable. Rappelons que pour un éclairement diffus de
lambertien, le coefficient d’absorption de la théorie à deux flux correspond à deux
celui donné par la loi de Beer (voir paragraphe 3.5.5). La relation (5.4) nous perm
relier la fonction de mélange au coefficient d’absorption:

(5.5)

L’expression (5.5) introduite dans le système d’équations (4.63) constitue une nou
modélisation des milieux à forte concentration. En l’absence de diffusion, on se retr
dans le cas d’un système à coefficients proportionnels (voir paragraphe 4.3.2.2), d
solution:

I dI dx

c x( )ε λ c x( ),( )

I X( ) I 0( ) 10 c x( )ε λ c x( ),( ) xd
0

X

∫ln–exp=

D c x( )ε λ c x( ),( ) xd
0

X

∫=

c x( )ε λ c x( ),( )

ζ

I X( ) I 0( ) 10 ζ c1 x( )ε1 λ c1 x( ),( ) c2 x( )ε2 λ c2 x( ),( ) … cn x( )εn λ cn x( ),( ), , ,( ) xd
0

X

∫ln–exp=

ζ

ζ

K x( )

K x( ) 2 10ln ζ c1 x( )ε1 λ c x( ),( ) c2 x( )ε2 λ c x( ),( ) … cn x( )εn λ c x( ),( ), , ,( )
2 10 ζ x( )ln

=
=
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Pour un substrat de réflectance et après regroupement des termes, la réflex
milieu est donnée par la relation:

(5.7)

Dans le cas d’un milieu diffusant, il faut reprendre le calcul par la méthode des pe
bations comme indiqué au paragraphe 4.3.4.

5.2 Modélisation des réflexions multiples

Nous avons vu au paragraphe 3.4 que les réflexions multiples de la lumière da
couches transparentes des papiers de qualité photographique (voir paragraphe 2.1
à l’origine de non-linéarités dans l’addition des densités. Pour mieux comprendr
déviations par rapport à la loi de Beer, considérons un diffuseur parfait en contact
que avec une couche transparente d’indice de réfraction (voir figure 5.2). Un r
lumineux en incidence oblique sur un tel système sera soumis à une réflexion en s

, avant de traverser le dioptre et de changer de direction suivant la loi de Desc
Snell. Après avoir traversé la couche transparente, le rayon atteint le réflecteur diffu
renvoie la lumière dans toutes les directions du demi-espace supérieur. La lumièr
verse alors une seconde fois le milieu transparent avant d’atteindre la surface. D’apr
lois de Fresnel (voir paragraphe 3.3.1), chaque passage du dioptre s’accompagne
réflexion partielle. De plus, les rayons ayant une incidence supérieure à un angle lim
sont soumis à une réflexion totale. La valeur de est calculé par la loi de Desca

. Ainsi une grande partie de la lumière émergente est renvo
en direction du diffuseur et ce processus se reproduit plusieurs fois. La lumière par
ainsi une distance plusieurs fois supérieure à celle prévue par la loi de Beer.

Le phénomène avait été analysé par Williams et Clapper au début des années cin
(voir [Wil53]). Leur étude se basait sur des résultats antérieurs de Judd (voir [Jud42
avait calculé les facteurs de réflexion interne et de surface pour toute une gamme d
ces de réfraction. Le facteur de réflexion interne correspond en fait à la moyenne de
teurs de réflexion donnés par les relations de Fresnel pour une incidence in
d’angle (voir paragraphe 3.3.1.2). Sous l’hypothèse d’un éclairement diffus respe
la loi de Lambert, la moyenne des doit être pondérée par par l’intensité relativ
la lumière dans la direction (voir paragraphe 3.3.2). Le coefficient de réflexion int
moyen  est donné alors par:

i

j 
 
  1 0

0 1– 
 
 

2 10ζ x( )ln xd
0

X

∫ i0

j0 
 
 

exp=

Rg

R
j
i

------ 4 10 ζ x( ) xd
0

X

∫ln– Rgexp= =

n
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β
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θ
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(5.8)

Le calcul de la réflexion de surface en éclairage diffus se fait de façon similair
rempaçant  par  dans la relation (5.8).

Ainsi, pour le revêtement de gélatine photographique d’indice de réfraction
de la lumière émergente est renvoyée vers le substrat par réflexion intern

combinaison de cet effet et de la réflexion en surface est la cause des non-liné
observées sur papier.

r i

r n 1, θ( )
1
I 0
----

θ∂
∂I⋅ 

  θd
0

π
2
---

∫
1
I 0
----

θ∂
∂I

 
  θd

0

π
2
---

∫
--------------------------------------------------- r n 1, θ( ) 2θsin⋅( ) θd

0

π
2
---

∫= =

r s

r n 1, θ( ) r 1 n, θ( )

Substrat réflecteur

Figure 5.2: Réflexions multiples dans la couche transparente du papier.
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Figure 5.3: Bilan des flux incident et émergent du dioptre.
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Pour introduire l’influence des différentes réflexions dans la formulation matrici
établie au chapitre 4, il faut modéliser le dioptre par une matrice opérant la conve
entre les flux incident et émergent au-dessus du dioptre et les flux incident et é
gent sous la surface du dioptre. Pour cela, on procède à un bilan des flux au nive
dioptre (voir figure 5.3).

Le bilan des flux conduit au système d’équation suivant:

(5.9)

où est le coefficient de réflexion en surface et le coefficient de réflexion intern
milieu pour un éclairement diffus. Si l’on met le système (5.9) sous forme matricielle
obtient:

(5.10)

5.2.1 Dérivation de la correction de Saunderson

La matrice carrée de l’équation (5.10) caractérise le passage du dioptre et intr
dans notre modélisation l’influence des réflexions multiples. Dans le cas particulier
milieu transparent purement absorbant en contact optique avec un réflecteur diffu
fait de réflectance , la solution du problème de Kubelka et Munk est donnée par
chapitre 4):

(5.11)

En remplaçant l’expression (5.11) dans la relation (5.10), on est en mesure de ca
la réflectance du système grâce à l’équation (4.16):

(5.12)

La relation (5.12) ainsi obtenue correspond à la correction de Saunderson pour le
continuités d’indice de réfraction (voir paragraphe 3.4.2). L’équation n’est valide s
cette forme que pour un éclairage diffus et un dispositif de mesure opérant une int
tion sur l’ensemble de la lumière reflétée.

i j i X

j X

i X( ) 1 rS–( )i r i j X( )+=

j rS i 1 r i–( ) j X( )+=



rS r i

i

j 
 
 

1
1 rS–
-------------

r i–

1 rS–
-------------

rS

1 rS–
------------- 1 r i–

r i r S

1 rS–
-------------– 

 
 
 
 
 
 
 
 

i X( )

j X( ) 
 
 

=

Rg

i X( )

j X( ) 
 
  KX[ ]exp 0

0 KX–[ ]exp 
 
  i 0( )

j 0( ) 
 
 

=

R
j
i

------ rS

1 r i–( ) 1 rS–( )Rg 2– KX[ ]exp

1 r iRg– 2– KX[ ]exp
------------------------------------------------------------------------+= =



5.2 Modélisation des réflexions multiples 77

inci-
étrie, le
ière

pareil
inci-
le à
e sur
e la
rrec-
sortie,
qui ont
par
te:

tion
ier
5.2.2 Dérivation de la correction pour une géométrie de mesure 45˚/0˚

La majorité des spectrophotomètres utilisent une source de lumière collimatée
dente à 45 degrés avec un détecteur à 0 degré, ou vice versa. Avec une telle géom
détecteur n’intègre pas la réflexion spéculaire ( ) et le trajet optique de la lum
dans la couche transparente est différent comme l’indique la figure 5.2. Avec un ap
présentant une géométrie 45˚/0˚, la lumière collimatée arrive sur le dioptre avec une
dence de 45˚. Le rayon réfracté fait alors un angle avec la norma
la surface, où est l’indice du milieu transparent, avant d’être reflété de façon diffus
le substrat. Puisque le rayon collimaté parcourt un chemin plus court qu
moyenne des rayons diffus ( ), le flux descendant est multiplié par un facteur co
teur compensant l’absorption de la différence entre les deux trajets. De même, à la
le détecteur récupère uniquement les rayons émergeant normalement à la surface
parcouru un chemin racourci d’une distance . Là encore, on multiplie le flux
un facteur compensant l’absorption. Le bilan des flux se modifie de la façon suivan

(5.13)

Sous forme matricielle, le système (5.13) s’écrit:

(5.14)

Le calcul de la réflectance avec la matrice de l’équation (5.14) combiné à l’équa
(5.11) aboutit à la solution de Williams et Clapper (voir [Wil53]) qui, pour un pap

rS 0=
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n
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Figure 5.4: Chemin optique de la lumière collimatée dans la couche transparente.
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5.10)

ce.
photographique couvert d’une gélatine d’indice de réfraction et mesuré ave
spectrophotomètre 45˚/0˚ ( ), s’écrit:

(5.15)

La matrice de passage du dioptre de l’équation (5.14) se simplifie lorsque le milieu
caractère diffusant (coefficient de diffusion ). Dès le passage du dioptre, la lum
est supposée totalement diffuse comme dans le cas d’un éclairage diffus. Il n’y a pl
différence de chemin parcouru. La nouvelle matrice de passage est alors donnée
relation:1

(5.16)

Dans la pratique, le développement des calculs sera laissé à l’ordinateur.

Sur la base de l’équation (5.15), on peut construire la courbe de correspondance
la densité donnée en transparence par la loi de Beer et celle réellement observ
réflectance sur le papier photographique (Rappelons que correspond à deux
densité donnée par la loi de Beer). La gélatine servant de couche transparente ay
indice de réfraction de , elle induit, d’après les calculs de Judd (voir [Jud4
une réflexion interne de . La figure 5.5 représente la courbe de correspond
calculée pour ce type de papier et une géométrie de mesure de 45˚/0˚.

1. Attention, si la mesure s’opère à l’aide d’une sphère d’intégration, on doit reprendre la matrice de l’équation (
afin de comptabiliser la composante spéculaire .
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Figure 5.5: Courbe de correspondance entre la densité en transparence et la densité en réflectan
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5.2.3 Réflecteur diffus et filtres Wratten

Pour illustrer nos résultats théoriques, nous avons appliqué le modèle à divers c
figure. Considérons un système constitué d’un réflecteur diffus à base de sulfa
baryum (BaSO4) que l’on met en contact optique avec plusieurs filtres Wratten à bas
gélatine fabriqués par la société Kodak. Le liquide utilisé pour effectuer le contact e
dibromo-méthane d’indice de réfraction , proche de celui de la gélatine. C
naissant la transmittance d’un filtre jaune (Wratten No. 8), on peut détermine
réflectance du dispositif constitué de deux filtres jaunes du même type mis en co
optique avec le réflecteur diffus grâce à la relation (5.15). Les réflectances calculé
mesurées sont données par la figure 5.6.

5.2.4 Superposition d’encres cyan et jaune

Une prédiction similaire est faite pour la superposition d’une encre cyan et d’une e
jaune sur un papier pour impression jet d’encre de qualité. Connaissant la nature du
tement transparent recouvrant le papier, il est possible de trouver son indice de réfr
et de calculer les coefficients de réflexion spéculaire et de réflexion interne . Da
cas d’une géométrie de mesure 45˚/0˚, l’indice de réfraction permet de calculer le c
cient de correction de l’absorption intervenant dans l’équation (5.13). Puis, en pre
comme blanc de référence un revêtement de sulfate de baryum, on mesure la réfle
du papier non-imprimé. Par inversion de l’équation (5.15), on en déduit la réflectanc
support . Après avoir mesuré la réflectance de chacune des deux encres sur pap
détermine leurs spectres de transmission respectifs en inversant l’équation (5.1
produit de ces spectres donne le spectre de transmission de la superposition. Final
on obtient la réflectance de la superposition en introduisant ces résultats dans l’éq
(5.15). Le spectre prédit et le spectre mesuré sont donnés par la figure 5.7.

n 1.54=

Figure 5.6: Spectres de réflectance mesuré (pointillés) et prédit (trait
plein) de deux filtres jaunes en contact optique avec un réflecteur diffus.
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5.3 Modélisation des substances fluorescentes en transparence

Le phénomène de fluorescence est très particulier. Comme nous l’avons v
paragraphe 3.6, il introduit une dépendance entre différentes longueurs d’ondes.
découle que les spectres de transmission ou de réflexion observés dépendent du
d’intensité de la source de lumière.

Nous allons présenter notre nouvelle extension du modèle de Kubelka et Mun
intègre la fluorescence (voir [Emm97]). Dans un premier temps, nous construiron
modèle pour la transparence qui conduira à une méthode de prédiction à un flux. Da
second temps, nous passerons du modèle à un flux à un modèle à deux flux qu
appliquera aux prédictions de la fluorescence sur papier.

5.3.1 Modèle théorique pour un milieu transparent

Considérons une couche infinitésimale d’épaisseur d’un milieu transparent qui
tient des molécules fluorescentes. On notera le coefficient d’absorption spectra
la substance fluorescente et son rendement quantique dans ce milieu. Dans le
milieu transparent, on ne tiendra compte que de la lumière qui se propage dans le
sens que la lumière incidente, d’où le nom de modèle à un flux.

Figure 5.7: Spectres mesuré (pointillés) et prédit (trait plein) de la superposition d’une encre cyan
d’une encre jaune imprimées sur un papier pour impression jet d’encre de qualité photographiqu
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Le flux de la lumière incidente est soumis à une variation qui présente deux c
posantes. La première, , est due à l’absorption de la lumière par les molécules
rescentes, d’après la loi de Bouguer-Lambert-Beer et son extension pour l’écla
diffus: . La seconde composante, , correspond à
lumière émise par fluorescence. Seule une fraction de l’énergie absorbée da
bande d’excitation est réémise par les molécules fluorescentes sur l’ensemble
bande d’émission. On note le spectre d’émission normalisé dont l’intégration
l’ensemble du spectre donne 1. Etant donné que l’émission se fait de façon isotro
que l’on ne tient compte que de la lumière se propageant dans le sens de la lumièr
dente, il faut diviser le rendement quantique par deux. Alors, la variation d’intensité
à l’émission est:

(5.17)

où l’intégrale entre crochets multipliée par désigne la quantité d’énergie abso
dans la bande d’excitation. L’équation (5.17) permet de donner la forme différentielle
généralise la loi de Lambert-Beer:

(5.18)

Cette équation peut se simplifier puisqu’en pratique, nous découperons le spectre
nombre fini de bandes de largeur . L’intégrale se transforme alors en une somme
et on obtient la relation (5.19), où l’indice  parcourt l’ensemble des bandes du spe

(5.19)

En écrivant l’équation (5.19) pour chaque bande, on obtient un système d’équa
différentielles à coefficients constants qui peut être mis sous forme matricielle. Pour

Figure 5.8: Absorption et émission des molécules fluorescen-
tes contenues dans une couche d’épaisseur infinitésimale.
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plifier l’écriture, posons . On obtient alors l’équation matricielle su
vante:

(5.20)

Puisque les photons émis par fluorescence ont une longueur d’onde supérieure
des photons absorbés, on a pour et par conséquent la matrice de l’é
tion (5.20) a une forme triangulaire. Notons que pour une substance non-fluoresce
matrice est diagonale, et les éléments diagonaux correspondent aux coeffi
d’extinctions des bandes spectrales respectives.

L’équation (5.20) est du type , où est une matrice constante et
vecteur colonne dont les composantes sont , ... , . Par conséquent sa
tion générale est de la forme:

(5.21)

comme démontré au paragraphe 4.1. Le vecteur est le spectre de la lumière
dente et le spectre de la lumière émergent d’une tranche d’épaisseur du m
fluorescent. La matrice  prend alors la forme suivante:

(5.22)

Soit le produit de la concentration par l’épaisseur du milieu . Cette nouvelle g
deur a la dimension d’un nombre de molécules par unité de surface. Après chang
de variable, la solution (5.21) s’écrit:
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Cette solution, de par sa similitude avec la loi de Lambert-Beer, généralise la notio
densité et l’étend aux substances fluorescentes. Puisque la lumière incidente est su
diffuse, la matrice correspond au coefficient de la théorie de Kubelka et Munk (
paragraphe 3.5.5). C’est pourquoi nous appellerons lamatrice de densité de fluores
cence.

A partir de l’équation (5.23), on détermine la transmittance interne d’un film fluor
cent d’épaisseur en calculant pour chaque bande spectrale le rapport

 et  sont les composantes respectives de  et .

Comme nous l’avons vu au paragraphe 3.4.1, des réflexions multiples appara
dans une lame à faces parallèles. Dans cette brève analyse, nous noterons la ré
moyenne lors du passage de l’air vers le milieu d’indice :

, (5.24)

et l’exponentielle de la matrice. Dans le cas d’un milieu fluorescent
somme des flux émergents est la somme des termes d’une suite géométrique:

(5.25)

Les milieux transparents couramment rencontrés, comme par exemple les ma
plastiques, ont des indices de réfraction voisins de . La réflexion au passag
dioptres est alors d’environ , ce qui implique . La faiblesse de cette va
permet de simplifier l’équation (5.25) de la façon suivante:

(5.26)

Cette approximation est similaire à celle proposée au paragraphe 3.4.1 pour les m
purement absorbants. De plus, si l’on mesure d’abord , le spectr
milieu en l’absence des molécules fluorescentes, une équation encore plus s
s’applique:

(5.27)

où est la matrice de densité de fluorescence du milieu lorsque celui-ci contien
molécules fluorescentes.
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5.3.2 Méthode de mesure des paramètres physiques

Pour déterminer une matrice de densité de fluorescence, quatre éléments doive
mesurés: le spectre d’excitation, le coefficient d’extinction , le spectre d’émis
normalisé et le rendement quantique . Dans la pratique, la concentration des
cules fluorescentes dans les encres n’est pas connue, ce qui empêche de connaî
Néanmoins, d’après la loi de Beer, l’absorption est proportionnelle au coeffic
d’extinction, et son facteur de proportionnalité correspond à la grandeur introduite
cédemment. Dans l’équation (5.23), la matrice est multipliée par , ainsi cha
occurrence de est également multipliée par . Or, ce produit correspond à l’ab
tion du milieu. Par conséquent, il n’est pas nécessaire de connaître les valeurs
et de d’un échantillon donné. On se contente de travailler relativement à l’abs
tion  d’un échantillon de référence qui permet de poser:

(5.28)

où est le facteur de proportionnalité entre et . L’absorption de l’échantil
de référence se mesure à l’aide d’un spectrophotomètre. Cet instrument utilise un
monochromatique collimaté qui traverse l’échantillon avant d’atteindre le détecteu
fraction de la lumière émise par fluorescence passant la fente d’entrée du détecte
faible et ne cause qu’une erreur de mesure négligeable. Le coefficient de proportion
résulte de la division opérée dans une bande spectrale exempte d’ém
de lumière.

Le spectre d’excitation se détermine à l’aide d’un fluorimètre. Cette appareil dispos
deux monochromateurs pouvant être commandés indépendamment (voir [Per95] p
Le premier sert à générer un rayon monochromatique qui va exciter l’échantillon
lumière émise par fluorescence est analysée à l’aide du second monochromate
positionnant le second monochromateur sur la longueur d’onde du pic d’émission
fluorescence et en faisant balayer les longueurs d’ondes plus courtes au premier
chromateur, on détermine la bande d’excitation responsable de la fluorescence. Le
tre d’excitation correspond alors à la tranche du spectre d’absorption se trouvant d
bande d’excitation.

Le spectre d’émission est également mesuré à l’aide d’un fluorimètre. Cette fo
premier monochromateur est positionné sur la longueur d’onde donnant le maxi
d’excitation. Le faisceau monochromatique résultant produit une forte fluorescence
le spectre est mesuré à l’aide du second monochromateur. Pour éviter d’évent
déviations due à une réabsorption de la fluorescence émise, les mesures sont opé
des échantillons dont le maximum d’absorption est inférieur à sur l’ensemble
spectre ( ). Ainsi, la lumière émise par fluorescence n’est pas absorbée pa
autre molécule. Le spectre de fluorescence est normalisé en divisant le spectre m
par la valeur obtenue par intégration sur l’ensemble du spectre. Par construction,
grale du spectre normalisé vaut 1.
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Connaissant les spectres d’excitation et d’émission, on dispose des éléments né
res pour aborder la mesure du rendement quantique. La méthode utilisée se base
mesure relative à une substance standard dont le rendement quantique est conn
[Sca89] pp. 233-236). Afin de produire des résultats fiables, il faut choisir une subs
standard dont les bandes d’excitation et d’émission sont proches de celles de la sub
étudiée. On se réfère pour cela aux tables des molécules fluorescentes standard d
dans la littérature (voir [Olm79]). Les deux substances doivent êtres excitées par un
ceau monochromatique à la même longueur d’onde, de préférence au maximum d
tation, utilisant le même fluorimètre qui mesure leurs spectres d’émissions.
rendements quantiques des deux substances sont alors liés par la relation (voir [Sc
234):

(5.29)

Dans cette équation, l’indice désigne la substance étudiée et l’indice la subs
standard. La grandeur est l’absorption de la substance pour la longueur d’on
l’excitation, et le rendement quantique. L’indice de réfraction du milieu contenan
substance standard et celui du milieu contenant la substance étudiée doivent
ment être pris en compte. La donnée correspond à la quantité totale d’énergie
par fluorescence. Cette valeur se calcule en intégrant le spectre d’émission mesu
de l’expérience. Pour éviter les erreurs de mesure dues à la réabsorption de la lu
émise par fluorescence, il faut travailler avec des échantillons dont le maxim
d’absorption ne dépasse pas . Notons que le rendement quantique de la sub
standard et les deux indices de réfraction se trouvent dans la littérature.

Cette méthode de mesure du rendement quantique demande beaucoup de soi
certain cas, nous préférons utiliser une méthode de recherche numérique. Partan
valeur initiale , l’ordinateur recherche, par descente de gradient, la valeur du
dement quantique qui minimise l’écart entre le spectre prédit et le spectre mesuré
échantillon de référence.

5.3.3 Résultats de prédiction du modèle pour transparent

Nous avons appliqué la théorie exposée au paragraphe 5.3.1 à la prédiction des s
de différentes encres fluorescentes déposées sur différents supports transparen
spectres des échantillons étudiés furent mesurés et comparés aux spectres prédit
modèle. On disposait de trois encres: l’encre magenta utilisée par les imprimant
bureau du type HP 500 C et des encres jaunes et oranges de marqueurs fluoresce
supports utilisés était également au nombre de trois. Il s’agissait de transparen
imprimantes à jet d’encre provenant de trois fournisseurs différent: 3M (CG3460), E
(S041063) et Sihl. Les éléments nécessaires à la construction des matrices de den
fluorescence (spectres d’absorption, d’excitation, d’émission) furent mesurés pou
trois encres. Le rendement quantique a dû être déterminé pour chaque combin
d’encre et de support. Dans un cas, il fut mesuré à l’aide d’une substance de réfé
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Nous illustrons notre méthode par les résultats obtenus pour l’encre magenta sur
parent 3M, dont le rendement quantique a été mesuré. Son spectre d’absorption
par la figure 5.9 fut mesuré à l’aide d’un spectrophotomètre Variant ( p

). La bande d’excitation de cette encre s’étend de 450 à 600 nm, et sa b
d’émission couvre les longueur d’onde de 570 à 800 nm. La mesure du spectre d’
sion a été faite à l’aide d’un fluorimètre Perkin-Elmer LS50B, le spectre trouvé est do
par la figure 5.10. L’intégration du spectre émis donne . Sur la base des
nées recueillies, le choix de la substance de référence s’est orienté vers la Rhodam
(voir figure 3.14) en solution dans l’éthanol ( ). Les indices de réfraction fur
trouvés dans la littérature: [Lid93] pour les solvants (éthanol ) et [Bra89] p
les polymères tels que l’alcool polyvinylique . L’absorption de la solution
référence à est de , et la quantité totale d’énergie émise lors
l’excitation à cette longueur d’onde est de . Par conséquent, le rende
quantique mesuré à l’aide de la méthode décrite précédemment est de . D
sant de tous les éléments, on construit la matrice de densité de fluorescence de
magenta avec des bandes spectrales de largeur nm couvrant domaine spe

 nm à  nm, ce qui mène à une matrice de dimension .

Ae 0.047=

λ 500nm=

Fe 465.18=

Qs 0.88=

n0 1.36=

n 1.5=

λ 500nm= As 0.029=

FS 2450.6=

Q 0.122=

λ∆ 10=

λ 300= λ 830= 54 54×

Figure 5.9: Spectre d’absorption  de l’encre magenta.A' λ( )
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Figure 5.10:Spectre d’émission de l’encre magenta excité à 550 nm.
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Les bandes d’absorption, les bandes d’émission et les rendements quantique
autres combinaisons d’encre et de support sont résumés dans la Table 5.1. Ces d
ont servi à construire les autres matrices de fluorescence.

Nous avons appliqué notre nouveau modèle à la prédiction des spectres d’échan
de teinte uniforme. Pour chaque combinaison d’encre et de support, quatre échan
de densité différente furent préparés. Le facteur de proportionnalité a été déterm
comparant l’absorption de l’échantillon de référence avec celle de l’échantillon étu
une longueur d’onde exempte d’émission luminescente. Les spectres furent mesur
transparence avec un spectroradiomètre Oriel 77400 combiné avec une sphère d’in
tion comme indiqué sur la figure:

La source de lumière est une lampe tungstène à halogène (voir [Des91] pp. 125
munie d’un diffuseur de la société Light Source. Le spectre d’émission relatif de c
source est donné dans la figure suivante:

Magenta Jaune Orange

Bande d’absorption (nm) 450-600 310-520 310-580

Bande d’émission (nm) 570-800 480-700 550-750

Rendement quantique  sur transparent 3M 0.12* 0.15 0.6

Rendement quantique  sur transparent Epson 0.5 0.8 0.5

Rendement quantique  sur transparent Sihl 0.3 0.6 0.6

Table 5.1:Bande d’absorption, bande d’émission et rendement quantique des combinaisons d’encre
support. Le seul cas mesuré est marqué par *; les autres combinaisons furent évaluées par un algori

recherche numérique.

Q

Q

Q

q'

Figure 5.11:Dispositif de mesure des spectres par transparence.

Sphère d’intégration

Echantillon

Spectroradiomètre

Diffuseur
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Les exponentielles des matrices de fluorescence multipliées par leurs facteurs d
portionnalité respectifs furent calculées numériquement par le logicielMathematica
(voir [Wol91]). Les résultats sont illustrés dans la figure 5.13 par l’exemple d’un éch
tillon composé d’encre magenta déposée sur un transparent Epson. Le trait continu
sente le spectre mesuré par transparence, les pointillés forment le spectre préd
notre modèle tenant compte de la fluorescence et les tirets donnent le spectre prédi
loi de Beer. Notons que les trois courbes se superposent presque parfaitement en
de la bande d’émission de la fluorescence. A l’intérieur de celle-ci, le spectre mesu
diffère que faiblement du spectre prédit avec notre nouveau modèle. La dévi
colorimétrique correspondant à cet écart est de dans l’espace CIELAB;
que la déviation entre le spectre mesuré et le spectre prédit par la loi de Beer corre
à un écart colorimétrique de .

Figure 5.12:Spectre relatif de la source de lumière tungstène à halogène.
450 500 550 600 650 700
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Figure 5.13:Spectre de transmission mesuré de l’encre magenta sur transparent
Epson (trait continu), spectre prédit par notre modèle tenant compte de la fluo-
rescence (pointillés) et spectre prédit par la loi d’absorption de Beer (tirets).
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Pour tous les échantillons, les déviations colorimétriques ont été calculées
l’espace CIELAB et les résultats résumés dans la Table 5.2. Afin de mettre en évid
la fluorescence, nous donnons la déviation moyenne de quatre échantillons pour c
combinaison d’encre et de support. La première colonne de chiffres indique les éca
notre nouveau modèle, la seconde donne les écarts obtenus lorsque seule l’abs
donnée par la loi de Beer est prise en compte. En analysant ce tableau, on consta
n’y a d’amélioration significative de la prédiction que pour les combinaisons à re
ment quantique élevé. Il faut remarquer que les encres magenta et jaune voient leu
dement quantique sévèrement réduit sur le transparent 3M. Cette observation se co
par l’observation directe: sur transparent 3M, les encres magenta et jaune sont
lumineuses. Par contre, l’encre orange n’a pas perdu son caractère brillant.

Notre nouveau modèle étend le champ d’application de la loi de Beer et surtou
modèle de Kubelka et Munk aux encres fluorescentes. Connaissant le spectre d’a
tion, le spectre d’émission, la bande d’excitation et le rendement quantique, on con
la matrice de densité de fluorescence. Celle-ci permet de calculer le spectre de tra
sion d’une encre fluorescente à différentes concentrations et avec différentes sour
lumière. En appliquant notre nouveau modèle au calcul des spectres d’échantillons
on a une erreur de prédiction moyenne de , soit une amélioration de
rapport à la loi de Beer.

Type d’échantillon

Ecart  moyen
avec notre modèle
tenant compte de
la fluorescence

Ecart  moyen
avec la prédiction
de la loi de Beer

Rendement
quantique

Magenta sur 3M 1.22 1.54 0.12

Magenta sur Epson 1.83 7.08 0.5

Magenta sur Sihl 1.56 4.68 0.3

Jaune sur 3M 1.29 2.39 0.15

Jaune sur Epson 1.29 6.94 0.8

Jaune sur Sihl 1.52 6.24 0.6

Orange sur 3M 2.13 6.81 0.6

Orange sur Epson 1.44 5.16 0.5

Orange sur Sihl 1.84 6.70 0.6

Table 5.2:Déviations colorimétriques  moyennes dans l’espace CIELAB entre spectres prédit
mesurés. La moyenne est opérée sur quatre échantillons de concentration d’encre différente

∆E
∆E

∆E

E∆ 1.5= E∆ 4=
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5.3.4 Superposition et mélange d’encres fluorescentes sur transparent

Les mélanges de substances ont généralement des comportements non-linéaire
complexes. Souvent, les nuages électroniques des espèces chimiques interagis
modifient leurs fonctions d’ondes associées. Cela conduit à un changement du s
d’émission des molécules. Une étude détaillée demanderait de procéder à un cal
mécanique quantique déterminant les nouvelles fonctions d’onde afin d’en déduir
spectres d’émission modifiés. Ici, nous nous limitons au cas idéal où aucune intera
n’a lieu entre les substances fluorescentes.

Considérant deux substances et , trois cas de figure peuvent se présen
lumière traverse d’abord puis , ou bien la lumière traverse puis , ou alors

sont mélangées et traversées simultanément. Chaque cas se modélise différem
conduit à une autre équation.

• Si la lumière rencontre d’abord la substance  puis :

(5.30)

• Si la lumière rencontre d’abord la substance  puis :

(5.31)

• Si la lumière traverse un mélange de et , on ramène le problème à l’étude
milieu dont une couche d’épaisseur infinitésimale comporte les deux types de mol
en proportions définies par et . Sous l’hypothèse de substances et n’a
aucune interaction (à rapprocher de la loi de Beer pour les mélanges vu
paragraphe 3.2.2), on peut écrire:

(5.32)

Dans le cas de matrices et qui ne commutent pas, les résultats des trois
tions (5.30), (5.31) et (5.32) diffèrent. Cette non-commutativité des substances flu
centes se confirme par l’expérience suivante. Considérons un filtre jaune idéal abs
toute la lumière pour les longueurs d’ondes inférieures à 500 nm, et un filtre jaune
rescent de même absorption dont la bande d’excitation se situe entre 400 et 500 nm
bande d’émission entre 500 et 600 nm. Une lumière blanche incidente traversant d’
le filtre jaune et en suite le filtre fluorescent produira un rayonnement jaune. L’ense
de la lumière pouvant exciter le filtre fluorescent ayant déjà été absorbé par le filtre j
aucune émission luminescente n’a lieu. Au contraire, si la lumière blanche trav
d’abord le filtre fluorescent, l’émission se produit et n’est pas arrêtée par le filtre ja
Le rayonnement jaune résultant présente un excès de lumière dans la partie ve
spectre dû à la fluorescence (voir figure 5.14).

A B

A B B A A

B

A B

Φ qA qB,( ) MB– qB( )exp MA– qA( )exp Φ 0( )⋅ ⋅=

B A

Φ qB q, A( ) MA– qA( )exp MB– qB( )exp Φ⋅ 0( )⋅=

A B

qA qB A B

Φ qA qB,( ) MA– qA MB– qB( )exp Φ 0( )⋅=

  

MA MB
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5.4 Modèle de fluorescence en réflexion pour papier

5.4.1 Modèle théorique pour papier idéal

Le modèle de fluorescence pour milieu transparent, que nous avons mis en pla
paragraphe 5.3, constitue une extension de la loi de Beer. En procédant par analog
le modèle de Kubelka et Munk, nous allons construire un nouvel outil de prédiction
fluorescence sur papier (voir [Emm98]). Comme pour le modèle à deux flux, nous c
dérons un flux descendant noté et un flux ascendant noté . Comme dans le mod
transparence, le spectre visible se subdivise en bandes de largeur . On ado
notation (respectivement ) pour designer la bande de longueur d’onde
trale du flux descendant (respectivement ascendant) à la position . Le ve
colonne contenant les pour se note , et le vecteur colonne conte
les  se note .

1

nm500 600400 700

Figure 5.14:Expériences illustrant la non-commutativité des filtres fluorescents.
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Pour simplifier l’écriture de la matrice de densité de fluorescence (voir équa
(5.22)), nous proposons de noter la matrice diagonale correspondant aux te
d’absorption, et la matrice triangulaire inférieure correspondant aux termes de flu
cence. Ainsi, égale la différence d’une matrice diagonale et d’une matrice tria
laire :

(5.33)

Notre étude se limite au papier de qualité décrit au paragraphe 2.1.1. Rappelons
s’agit d’un substrat blanc recouvert d’une couche transparente réceptrice d’encre
barrière imperméable empêche les encres d’atteindre le substrat. Cela revient à é
un milieu transparent fluorescent en contact optique avec un réflecteur diffus. Nous
vons donc construire la matrice de fluorescence correspondant au milieu transp
ayant une concentration de molécules fluorescentes. On admettra que le subs
comporte comme un réflecteur diffus respectant la loi de Lambert (v
paragraphe 3.3.2), dont la réflectance est modélisée par la matrice carrée de d
sion . On a alors la relation liant les flux ascendant et descend
Dans le cas d’un réflecteur pur, la matrice est diagonale; si le substrat contien
substances fluorescentes telles que des azurants optiques, devient une matric
gulaire inférieure.

A l’image du modèle de Kubelka et Munk, nous découpons le milieu transparent co
nant les substances fluorescentes en tranches d’épaisseur infinitésimale ; le sub
trouve à l’altitude . On admet que les tranches sont d’extension infinie, ce
implique qu’en pratique on se placera toujours loin des bords afin de négliger
influence. Le système étudié est représenté dans la figure 5.15.
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Un flux incident sur la couche infinitésimale subit, d’une part une atténuation d
l’absorption, et d’autre part se voit augmenté d’une partie du rayonnement émis par
rescence. Rappelons que la fluorescence se fait de façon isotrope, ainsi 50% de
sion va dans le sens du flux incident et le reste en sens opposé. Le flux diminue
quantité et reçoit , soit la moitié de la fluorescence qu’il produit dans
tranche, ainsi que la moitié de la fluorescence produite par le flux , c’est-à

. Un raisonnement similaire effectué pour le flux nous amène au syst
d’équations suivant:

(5.34)

où les signes négatifs de la première équation proviennent de l’orientation de da
sens des  décroissants. Le système (5.34) se met sous la forme matricielle suiva

(5.35)

L’équation contient une matrice bloc formée de quatre matrices de dimension .
point de vue mathématique, cette matrice se comporte comme une matrice de dim

. Cela ramène le problème à une équation différentielle linéaire du premier o
à coefficients constants, comme celle étudiée au paragraphe 4.1, dont la solution s

(5.36)

Figure 5.15:Absorption et émission dans une couche
fluorescente infinitésimale dans un modèle à deux flux.
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La présence de nombreux zéros dans les matrices et facilite le calcul de l’e
nentielle. Les éléments théoriques nécessaires au calcul furents introdui
paragraphe 4.1.2. La mise en œuvre pratique du calcul revient à une librairie mathé
que disposant d’une primitive effectuant l’exponentielle de matrice.

L’influence des réflexions multiples étudiées au paragraphe 5.2 doit égalemen
prise en compte dans le cas de notre support papier. L’équation (5.10) qui modél
passage du dioptre s’adapte au cas fluorescent en remplaçant les éléments scalair
matrice par des matrices de dimension . A l’extérieur du milieu contenant l’en
fluorescente, les flux incidents et émergents du papier sont notés respectivement a
vecteurs  et . En toute rigueur, la nouvelle relation s’écrit:

(5.37)

où désigne la matrice identité de dimension , la matrice diagonale corres
dant à la réflexion spéculaire et la matrice diagonale représentant la réflexion int
Souvent, on admet que l’indice de réfraction du milieu récepteur de l’encre reste con
sur l’ensemble du spectre considéré. Dans ce cas, les expressions des matri
réflexion se simplifient pour donner et , où et sont respecti
ment les coefficients de réflexion spéculaire et de réflexion interne. Cette simplific
conduit à une expression plus légère:

(5.38)

Dans le cas très particulier d’une géométrie de mesure du type 45˚/0˚, la lumière
dente collimatée arrive sur le dioptre faisant un angle de 45˚ avec la normale à la su
Le rayon réfracté fait alors un angle avec la normale, ou
l’indice de réfraction du milieu transparent. A la sortie, le détecteur ne récupère qu
rayons émergeant normalement à la surface, la réflexion spéculaire est perdue (
Comme nous l’avons vu pour l’équation (5.14) du paragraphe 5.2, le bilan des flu
modifie et conduit à une nouvelle matrice de passage du dioptre:

(5.39)

Notons que dans l’équation (5.39), la matrice de densité de fluorescence rempl
coefficient d’absorption  de l’équation (5.14).
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Comme nous l’avons déjà vu au paragraphe 5.2, la géométrie du dispositif de m
détermine le choix de la matrice de passage de dioptre. Parmi les trois matrices des
tions (5.37), (5.38) et (5.39), on prend celle qui correspond au système étudié. La c
naison de la relation (5.36) et de la matrice de passage de dioptre conduit à une éq
liant les flux incidents et émergents de la surface du dioptre avec les flux inciden
émergents du substrat. Dans le cas général, on écrit:

(5.40)

où est la matrice de passage de dioptre, et , , , quatre sous-matric
dimension . Avec la relation et l’équation (5.40), les composantes
vecteur  se lient directement aux composantes du vecteur  par la relation:

(5.41)

La non-commutativité du produit matriciel impose le respect de l’ordre des termes
cette équation. Du point de vue de la physique, cela correspond à la non-commut
des filtres fluorescents que nous avons abordée au paragraphe 5.3.4.

Par définition, la réflectance correspond au rapport terme à terme entre les vect
et . En général, est le spectre de la lumière incidente, et se calcule à l’aide de la
tion (5.41). Nous avons alors la réflectance  pour une longueur d’onde  donnée

(5.42)

Ainsi, grâce à notre nouveau modèle, nous sommes en mesure de prévoir le s
produit par une encre à caractère fluorescent déposée sur papier. Notons que le
s’articule, comme le montre la figure 5.16, autour de trois matrices qui modélisent
pectivement le passage du dioptre, le milieu transparent fluorescent et la réflexion d
sur le substrat.

La matrice de densité de fluorescence de l’encre se détermine en appliquant l
étudiée sur un support transparent ayant le même revêtement que le papier étudi
procédant aux mesures décrites au paragraphe 5.3.2. On ne reviendra donc pas
expériences. Par contre, la mesure des paramètres spécifiques du papier fait l’ob
paragraphe suivant.
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5.4.2 Mesure des paramètres physiques du papier

Dans le modèle que nous avons établi au paragraphe 5.4.1, trois paramètres ca
sent le papier: la réflexion en surface, la réflexion interne et la réflexion du substrat.
avons vu que la réflexion en surface (voir paragraphe 3.3.1) et la réflexion interne
paragraphe 5.2) dépendent de l’indice de réfraction du milieu transparent réce
d’encre. Connaissant la nature chimique du matériau, l’indice se retrouve dans la li
ture (voir [Bra89] pp. VI/451-VI/461). Dans le cas contraire, il faut faire appel à d
mesures de réfractométrie afin de déterminer l’indice de réfraction de la couche
rieure (voir [Mat85] p. 448).

La réflexion du substrat s’exprime mathématiquement par une matrice. Celle-c
triangulaire lorsque le substrat contient des substances à caractère fluorescent tel
les azurants optiques. La mesure de la matrice de réflexion se fait par la méthode à
monochromateurs décrite par Donaldson dans [Don54]. Le dispositif de mesure
porte deux monochromateurs, une source, un détecteur et un réflecteur diffus parfa
lumière de la source traverse le premier monochromateur afin de produire un fai
d’excitation monochromatique qui éclaire l’échantillon étudié. La lumière reflétée
analysée à l’aide du second monochromateur; et le spectre résultant est enregistré
détecteur. La normalisation des spectres obtenus se fait à l’aide du réflecteur diffu
fait. On construit ainsi la matrice de réflectance dont les colonnes corresponden
spectres mesurés normalisés.

5.4.3 Résultats de prédiction du modèle pour papier

Nous avons appliqué le modèle pour papier à la prédiction des spectres d’encres
rescentes imprimées sur des papiers de haute qualité. Pour chaque combinaison
et de papier, des échantillons uniformes de différentes concentrations furent produi
disposait des encres jaune et orange de marqueurs fluorescent, ainsi que de deux t
supports: le papier blanc J21 sans azurants optiques de la maison MPA et un carton
contenant des azurants optiques. La papier MPA n’étant pas fluorescent, sa matr

Figure 5.16:Modélisation du papier idéal par trois matrices.

Substrat

Dioptre

Couche
infinitésimale

Pd

Rg

M F–

F M– 
 
 

Matrice de passage
du dioptre

Matrice de la
couche
infinitésimale

Matrice de réflexion
du substrat
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figure 5.17 donne son spectre de réflexion. La matrice de réflexion du carton fluore
a été mesurée par la méthodes des deux monochromateurs.

Une source de lumière du type tungstène-halogène éclaire les échantillons. Le s
relatif de la lumière incidente à l’emplacement du porte-échantillon a été mesuré,
reproduit dans la figure 5.18. Cette source dégage peu d’énergie dans les parties bl
UV du spectre; par conséquent, les azurants optiques qui absorbent dans ces
émettront une fluorescence négligeable. En général, il faut tenir compte du spect
rayonnements UV à cause des substances fluorescentes qui les absorbent et éme
la lumière. Par exemple, la contribution par fluorescence des azurants optiques n’e
négligeable sous un éclairage du type D65 qui comporte beaucoup d’énergie da
bande UV.

450 500 550 600 650 700
nm0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
R

Figure 5.17:Réflectance du papier J21 de MPA. Le blanc de référence est donné par le sulfate
de baryum, dont la réflectance absolue est supérieure à 0.99 sur l’ensemble du spectre visible.

Figure 5.18:Spectre d’émission relatif de la source tungstène-halogène
utilisée lors de la mesure des échantillons d’encres fluorescentes sur papier.
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Les caractéristiques des encres furent mesurées sur un film transparent dont le
ment absorbant est identique à celui du papier J21 de MPA (voir Table 5.1). Rapp
que ce revêtement absorbant est un polymère, l’alcool polyvinylique, dont l’indice
réfraction moyen est (voir [Bra89] p. VI/461). D’après les travaux de Judd (v
[Jud42]), les coefficients de réflexion prennent les valeurs pour la réflex
interne et  pour la réflexion en surface dans le cas d’un éclairage diffus.

Les échantillons imprimés furent mesurés à l’aide du dispositif schématisé da
figure 5.11. La lumière provient d’une source tungstène à halogène de la société
Source. Grâce à une sphère d’intégration, l’échantillon est soumis à un éclairage d
Le spectre résultant de l’échantillon se mesure à l’aide d’un spectroradiomètre INS
PEC II de la société Oriel.

Le résultat obtenu pour l’encre orange imprimée sur le papier J21 de MPA illustre
prédictions effectuées (voir figure 5.20). Entre 400 et 550 nm, seules les absorptio
l’encre et du support interviennent; par conséquent, toutes les courbes de prédict
superposent. De 550 à 680 nm, la fluorescence s’ajoute au phénomène d’absorp
produit dans le spectre de réflexion une bosse dont le sommet atteint .
bosse, qui ne s’explique pas par l’absorption de Beer (courbe en tirets), est prédite
tativement et quantitativement par notre modèle (courbe en pointillés). L’é
colorimétrique exprimé dans l’espace CIELAB entre la courbe prédite par notre mo
de fluorescence et la courbe mesurée vaut , alors que l’écart entre le sp
mesuré et celui prédit par la loi d’absorption s’élève à .

Jaune Orange

Bande d’absorption (nm) 310-520 310-580

Bande d’émission (nm) 480-700 550-750

Rendement quantique  sur
transparent J21 de MPA

0.7 0.9

Table 5.3:Bande d’absorption, bande d’émission et rendement quantique des
combinaisons d’encre et de support.

n 1.5=

r 0.596=

rS 0.0919=

Q

Figure 5.19:Dispositif de mesure des spectres par réflexion.

Sphère d’intégration

Echantillon

Spectroradiomètre

Diffuseur

Source tungstène à halogène

R 1.2=

E∆ 2.03=

E∆ 27.78=
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Les résultats obtenus pour les autres combinaisons de papier et d’encre à diffé
concentrations sont récapitulés dans la Table 5.2. La première colonne donne
moyen entre le spectre mesuré et la prédiction de notre modèle; la seconde colonn
respond aux déviations moyennes entre la mesure et le spectre calculé par
d’absorption de Beer; la dernière colonne indique le rendement quantique des e
fluorescentes. L’erreur de prédiction moyenne de notre modèle est de l’ordre de
soit une amélioration d’environ  par rapport à la loi d’absorption.

Type d’échantillon

Ecart  moyen
avec notre modèle
tenant compte de
la fluorescence

Ecart  moyen
avec la prédiction
de la loi d’absorp-
tion de Beer

Rendement
quantique

Jaune sur J21 MPA 1.05 13.25 0.7

Jaune sur carton 2.25 13.84 0.7

Orange sur J21 MPA 2.05 25.0 0.9

Orange sur carton 2.07 20.14 0.9

Table 5.4:Déviations colorimétriques  moyennes dans l’espace CIELAB entre spectres prédit
mesurés. La moyenne est opérée sur deux échantillons de concentration d’encre différente.

E∆ 2=

E∆ 18=

450 500 550 600 650 700
nm0

0.2

0.4
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Figure 5.20:Spectre de réflexion mesuré de l’encre orange sur papier MPA J21 (trait continu), spec
prédit par notre modèle tenant compte de la fluorescence (pointillés) et spectre prédit ne tenant co
que de l’absorption de Beer (tirets).
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A présent, nous disposons d’un outil complet de prédiction pour les encres fluore
tes imprimées sur papier. L’étude préliminaire du cas des supports transparents a f
la mise en place des équations et des principales idées. En plus des caractéristiqu
encres (spectre d’absorption, spectre d’émission et rendement quantique), il faut
miner les paramètres du papier: réflexion interne, réflexion en surface et réflexio
substrat. Ces paramètres interviennent dans la construction des différentes matri
modèle de prédiction. Connaissant le spectre relatif du rayonnement incident, les m
ces permettent le calcul du spectre de la lumière réémise par l’échantillon fluoresc

5.4.4 Superposition et mélange d’encres fluorescentes sur papier

La fluorescence sur papier soulève des problèmes analogues à ceux rencontrés
cas de supports transparents (voir paragraphe 5.3.4). Avant de se lancer dans une
sion, il faut rappeler l’hypothèse principale selon laquelle il n’y a pas d’interaction e
les molécules des colorants. Si cette condition n’est pas vérifiée, notre modèle n’es
en mesure de prédire le spectre résultant d’une superposition de plusieurs encres.
drait alors procéder à une étude beaucoup plus poussée qui conduirait à la généra
de la fonction de mélange (voir paragraphe 5.1.1) au cas des substances fluoresce

Considérant notre modélisation schématisée par la figure 5.16, une superposition
mélange d’encres fluorescentes n’affecterait que la matrice relative à la couche tra
rente réceptrice d’encre. Pour deux substances et , il faut à nouveau distingue
cas de figures qui induisent des formes différentes de l’expression (5.40). Dans les
tions suivantes, on mettra en indice le nom des substances.

• Si la lumière descendante traverse d’abord une couche de et en suite une cou
 avant d’atteindre le réflecteur diffus, on a:

(5.43)

• Si la lumière descendante traverse d’abord une couche de et en suite une cou
 avant d’atteindre le réflecteur diffus, on a:

(5.44)

• Si la lumière descendante traverse un mélange1 des substances et avant d’atteind
le réflecteur diffus, on a une loi similaire à celle mise en place pour les supports t
parents au paragraphe 5.3.4:

1.  Notons que dans certains papiers, la couche réceptrice de l’encre comporte un azurant optique qui doit êtr
déré comme une substance fluorescente mélangée à celles des encres.
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Pour des matrices de couche infinitésimale qui ne commutent pas, les résultats de
relations (5.43), (5.44) et (5.45) diffèrent. Cette propriété mathématique de non-com
tativité correspond à la réalité physique du phénomène de fluorescence et s’observ
lement, comme dans le cas suivant.

Reprenons les filtres jaune et jaune fluorescent de la figure 5.14, et mettons-les e
tact optique avec un réflecteur diffus blanc non-fluorescent. On rappelle que le
jaune fluorescent absorbe la lumière bleue entre 400 et 500 nm et émet une lumière
entre 500 et 600 nm. Si le filtre fluorescent se trouve au-dessus du filtre jaune
figure 5.21), la bande bleue de la lumière blanche incidente est entièrement absorb
la substance fluorescente qui émet de la lumière dans la bande verte du spect
observe alors une teinte jaune dont la composante verte est plus intense que cell
source. Si le filtre jaune est au-dessus (voir figure 5.22), il absorbe l’ensemble
lumière bleue avant qu’elle ne puisse produire une fluorescence dans le filtre fluore
Le spectre jaune résultant ne présente pas de renforcement de la composante ver

i
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 
 

Pd
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 
 
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 

cBX+exp i 0( )

j 0( ) 
 
 

⋅ ⋅=

1

nm500 600400 700

Source blanche

Filtre jaune
Filtre jaune fluorescent

1

nm500 600400 700

Fluorescence

Figure 5.21:Spectre de réflexion lorsque le filtre jaune fluorescent est au-dessus du filtre jaune.

Réflecteur diffus

1

nm500 600400 700

1

nm500 600400 700

Source blanche

Filtre jaune fluorescent
Filtre jaune

Réflecteur diffus

Figure 5.22:Spectre de réflexion lorsque le filtre jaune est au-dessus du filtre jaune fluorescent.
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5.5 Généralisation aux modèles à plus de deux flux

Tous les outils développés dans ce chapitre reposent sur une modélisation
compte au plus de deux flux, comme pour le modèle de Kubelka et Munk. Or, les tra
de Mudgett et Richards [Mud71] sur les modèles à flux multiples (voir paragraphe 3
montrent que l’emploi d’un nombre supérieur de canaux augmente la qualité de la
diction; le passage de deux à quatre canaux apporte une amélioration significative
donc légitime de se poser la question de l’élargissement des modèles présentés i
nombre de canaux supérieurs à deux.

La puissance de la formulation matricielle introduite au chapitre 4 a permis de tr
élégamment les milieux présentant un gradient d’absorption et de diffusion, ainsi qu
milieux fluorescents. D’un point de vue mathématique, l’introduction de nouve
canaux se traduit par un plus grand nombre de variables et d’équations, un bilan de
de lumière devant être fait pour chaque canal. Cela revient, avec notre formulati
construire des matrices carrées de dimension plus élevée. Par contre, le type de
tion différentielle à résoudre reste identique; on se ramène toujours à une équation
rentielle matricielle du premier ordre. Pour les matrices à coefficients constant
solution est donnée par l’exponentielle de matrice (voir paragraphe 4.1). En présen
coefficients variables, il faut faire appel à la méthode des perturbations (
paragraphe 4.3).

La principale difficulté introduite par les modèles à plus de deux canaux n’est p
calcul de la solution, mais le calcul des éléments de la matrice. En effet, l’exponen
de matrice ne présente pas de difficulté particulière en analyse numérique (voir [G
pp. 572-578), et tout logiciel de calcul mathématique dispose d’une primitive approp
Il en va tout autrement pour le calcul du coefficient de diffusion d’un canal vers un a
canal. Dans le cadre de la théorie de Mie, par exemple, il faut procéder à l’intégratio
équations présentées au paragraphe 3.5.2, celles-ci conduisent à des résultats num
divergents si l’on ne tient pas compte de la mise en forme des fonctions (voir [Cal98
103-109). De plus, les mesures physiques devraient se faire à l’aide d’un goniom
pour connaître avec précision la répartition de la lumière dans les canaux. Ainsi, la
culté de mise en œuvre d’un modèle à plus de deux flux ne réside pas dans la taille
matrice, mais dans le calcul et la mesure des éléments de cette matrice.

Retenons que la formulation matricielle permet de mettre de nombreux problèmes
la même forme mathématique, et en facilite la résolution. Il nous paraît plus simp
manipuler des équations différentielles matricielles du premier ordre que des équa
différentielles linéaires d’un ordre élevé.
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5.6 Résultats obtenus par extension des modèles classiques

Le modèle classique de Kubelka et Munk constitue la base de tous les nouveaux m
les phénoménologiques que nous avons développé dans ce chapitre. Partant de l
Beer, nous avons introduit la fonction de mélange qui permettrait, dans notre c
mathématique, de tenir compte des interactions entre les molécules en présenc
aspect n’ayant pas été abordé dans notre recherche, la voie reste ouverte.

A l’aide de la formulation matricielle appliquée aux modèles à deux flux, les pro
mes de réflexions multiples ont pu être abordé élégamment en définissant des matr
passage de dioptre. Notre modélisation explique qualitativement et quantitativem
différence entre les densités optiques observées par transparence et celles observ
réflexion. Nous avons également été en mesure de prédire les spectres de densité
tèmes constitués de plusieurs filtres en contact optique avec un réflecteur diffus.

Notre étude des substances fluorescentes a conduit à une généralisation de la no
densité basée sur un nouvel objet mathématique. Ainsi, nous avons défini une matr
densité de fluorescence qui permet de prédire avec précision les spectres produits
colorants fluorescents. Cette matrice a une forme triangulaire inférieure, où la diag
correspond aux termes d’absorption, et les éléments sous-diagonaux aux émissi
lumière par fluorescence. Par un raisonnement analogue à celui de Kubelka et M
nous avons modélisé un papier idéal recouvert d’encre fluorescente. La combinais
trois matrices (matrice de passage de dioptre, matrice de fluorescence et matr
réflexion du support) fut nécessaire pour expliquer et prédire quantitativement les
tres de réflexion observés, l’erreur de prédiction moyenne étant inférieure à
l’espace CIELAB.

ζ

E∆ 2=
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CHAPITRE 6 Les couleurs tramées sur transpare

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié les teintes produites par une
d’encre uniforme. A présent, le champ d’investigation va se porter sur les teintes pro
tes à l’aide de trames. Comme dans les parties précédentes, le support transparen
mettre en place les principales idées de modélisation. Nous introduirons, en partic
une nouvelle façon de considérer les taux de couverture des encres qui conduit
écriture plus générale du modèle classique de Neugebauer.

6.1 Méthode de la grille à haute résolution

Le modèle classique de Neugebauer repose sur la connaissance de deux inform
le spectre des différentes combinaisons d’encres et l’aire occupée par chacune d
elles (voir paragraphe 3.7.2). Le calcul du spectre résultant de la combinaison de
sieurs encres a fait l’objet du chapitre 5. Notre étude se porte à présent sur l’estim
des aires occupées par chacune des teintes. Sur les transparents et les papiers de
la forme géométrique d’un impact de goutte imprimée s’apparente à celle d’un dis
En rejetant le modèle d’une imprimante idéale produisant des impacts carrés po
remplacer par un modèle d’impact circulaire, il a été possible de calculer avec succ
courbes de reproduction de certaines imprimantes pour diverses trames (voir [Ro
La complexité de l’impression demande néanmoins une approche plus générale po
tenir compte de formes plus complexes et des irrégularités caractérisant un disp
physique.

C’est à Neugebauer que l’on doit la meilleure méthode d’estimation de sur
[Neu35]. Historiquement, il employa une grille micrométrique montée sur un mic
cope pour observer des échantillons tramés. Un opérateur devait alors procéd
décompte des éléments de la grille correspondant à la même combinaison d’e
Aujourd’hui, cette opération fastidieuse est confiée à un ordinateur qui travaille b
coup plus vite et sans commettre d’erreur. La simulation informatique basée sur
méthode consiste à utiliser un immense plan de pixels sur lequel les formes des im
de goutte seront reproduites (voir figure 6.1). L’estimation des aires est faite en com
les pixels appartenant aux impacts. Ce calcul est d’autant plus précis que le pixel es
devant la forme de l’impact. Notons que pour une imprimante de résolution 300
l’impact a un diamètre moyen de 100 et qu’une grille comme celle de la figure
fait correspondre au pixel un élément de surface carré de 3 de coté. Du point d
physique, une résolution supérieure demanderait la prise en compte de phéno
microphysiques qui ne sont pas abordés dans notre étude.

µm

µm
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Les trames ordonnées (voir paragraphe 2.3.1) étant périodiques, le calcul peut se
ter à une période sans perte de précision. De plus, la méthode de Holladay [H
garantit qu’une telle période puisse toujours se mettre sous la forme d’une matrice
tangulaire appropriée au traitement informatique (voir figure 6.2). Par contre, les tra
aléatoires demandent une étude sur une zone plus étendue afin de garantir un bon
tillonnage statistique.

20 pixels

Figure 6.1: Plan de pixels à haute résolution sur lequel on imprime les formes des impacts
de gouttes d’encre. Les lignes épaisses correspondent à la subdivision du plan en points
d’une imprimante idéale, et le disque gris au modèle d’un impact idéal de goutte d’encre.

(b)

20 84 180 188 204 140 44 12 20

52 116 196 156 228 244 108 76 52

212 236 100 36 92 124 252 148 212

164 132 68 4 28 60 220 172 164

204 140 44 12 20 84 180 188 204

228 244 108 76 52 116 196 156 228

92 124 252 148 212 236 100 36 92

28 60 220 172 164 132 68 4 28

(a)
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52 116 196 156 228 244 108 76

212 236 100 36 92 124 252 148

164 132 68 4 28 60 220 172
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92 124 252 148 212 236 100 36

28 60 220 172 164 132 68 4

Figure 6.2: (a) Trame ordonnée à point centré ayant 33 niveaux d’intensité
définie par les vecteurs et , (b) mise sous la forme d’une matrice rec-
tangulaire de longueur  et de hauteur  par la méthode de Holladay.
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La simulation par plan de pixel ouvre considérablement l’éventail des phénom
pouvant être analysés. Par exemple, la forme de l’impact sur le support n’est plus n
sairement une forme géométrique simple. Certaines imprimantes à jet d’encre on
vitesse du papier relative à la tête d’impression suffisamment importante pour qu
impacts soient elliptiques. D’autres dispositifs produisent des taches aux contour
irréguliers. De plus, la position des impacts est toujours légèrement perturbée et
parfois des artefacts dans la courbe de reproduction comme l’a montré Rose
[Ros93]. Nous avons admis que les écarts de position suivent une loi gaussienne d
type (voir [Bro97] p. 607), ainsi la densité de probabilité pour un couple d’éc

 est de:

(6.1)

Intuitivement, nous pouvons relier cette loi à un dispositif mécanique dans le
l’impact correspond à une particule reliée par un ressort au point qu’elle devrait occ
théoriquement. L’énergie du ressort étant proportionnelle au carré de son élong
nous pouvons écrire la relation . La relation (6.1) exprime une d
sité de probabilité exponentiellement décroissante avec l’énergie du ressort.

Pour illustrer notre propos, on compare le plan de pixels obtenu par simulation av
agrandissement pris au microscope d’un échantillon monochrome du niveau 111
trame à 257 niveaux de type Bayer (voir paragraphe 2.3.1). Les extraits du plan de
et de l’image réelle correspondant à la même zone sont reproduits dans la figure 6
modèle du bruit gaussien perturbant la position de l’impact correspond assez bie
réalité. Par contre, le disque de densité uniforme modélise très imparfaitement l’im
réel dont la densité optique n’est pas uniforme sur toute sa surface. On observe un
sité plus forte au centre qui décroît lorsque l’on va vers le bord de l’impact. De plu
recouvrement partiel de certains impacts s’accompagne d’une augmentation de la d
optique en accord avec la loi de Beer, alors que le modèle théorique admet une d
constante sur l’ensemble de l’aire encrée.

Notre expérience a montré qu’une bonne prédiction devait tenir compte de l’add
des densités lors de la superposition et du profil de densité de l’impact. Ces points
abordés en détail au paragraphe 6.2, où le niveau d’intensité du pixel sera utilisé
modéliser la densité de l’encre. Pour l’instant, nous mettons en place le cadre géné
la simulation par plan de pixels.

σ
x∆ y∆,( )

p x∆ y∆,( )
1

2πσ2
------------ x∆ 2 y∆ 2+

2σ2
------------------------–exp⋅ 1

σ 2π
-------------- x∆ 2

2σ2
---------–exp⋅

 
 
  1

σ 2π
-------------- y∆ 2

2σ2
---------–exp⋅

 
 
 

⋅= =

E kl2 k x∆ 2 y∆ 2+( )= =
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Figure 6.3: (a) Extrait du plan de pixels servant à simuler un échantillon correspondant au nive
111 de la trame Bayer présentée au paragraphe 2.3.1. Les impacts se modélisent par des disque
la position est soumise à un bruit gaussien. (b) Prise de vue au microscope d’un échantillon de niv
111 de la trame Bayer. L’échantillon fut imprimé sur transparent avec de l’encre noire à l’aide d’un
imprimante HP-DJ560 de résolution 300 dpi. Les petits points blanc correspondent à des bulles
support. Notons que cette simulation ne tient pas compte de l’augmentation de densité lorsque d
points se superposent; de plus, la densité d’un impact isolé réel n’est pas uniforme mais décroî
allant du centre vers le bord.

(a)

(b)

850 µm
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La passage à l’impression couleur implique l’utilisation de plus d’une encre. L’ét
du comportement d’un dispositif à encres se fait à l’aide d’une superposition d
plans de pixels de même taille, chaque plan contenant l’image de l’ensemble des im
produits par une seule encre. On procède au décompte des teintes en prenant pour
position dans le plan le -uplet formé par les pixels superposés. Pour une impre
classique avec les encres cyan, magenta et jaune idéales, il faut connaître à chaqu
tion dans le plan l’état des trois pixels superposés. Si un triplet ne contient qu’une e
par exemple le cyan, la teinte résultante sera celle de cette encre, c’est-à-dire cy
l’on incrémente le compteur de la teinte cyan d’une aire de pixel. Si le triplet représ
une superposition de deux encres, par exemple cyan et jaune, c’est le compteur
teinte résultante, ici la verte, qui doit être incrémenté. Cette méthode d’estimation
aires occupées par les huit primaires de Neugebauer fut appliquée avec succès da
sieurs études antérieures (voir [Dal93] et [Emm95]). Le raisonnement se généralise
ment à un nombre supérieur de combinaisons d’encres.

Comme pour le cas monochrome, l’étude de la superposition à angle droit de plus
trames ordonnées périodiques peut se limiter à l’étude d’une période de la supe
tion.1 Pour trames périodiques dont les matrices de Holladay ont les dimensions
la superposition aura une période rectangulaire dont la longueur est le plus petit
mun multiple ( ) des longueurs et dont la hauteur est le plus petit commun m
tiple des hauteurs :

(6.2)

La matrice de dimension correspond à une période de forme rectangulaire
superposition. Notons qu’à l’image des matrices de Holladay, nous ne sommes p
présence d’une topologie torique, car le point occupant la première ligne de la pre
colonne de la matrice n’est pas toujours voisin du point occupant la dernière ligne
dernière colonne. En pratique, on s’affranchit des effets de bord en travaillant sur un
de pixels légèrement agrandi par une bordure, dont on ne tiendra pas compte lors d
cul des aires.

Comme pour le cas monochrome, nous illustrons le cas des couleurs par l’exe
d’un échantillon bleu (voir figure 6.4) produit par la superposition d’un film cyan et d
film magenta au niveau 223 (trame de type Bayer à 257 niveaux). Les deux films o
superposés en phase. Avec un dispositif d’impression parfait, les impacts des g
cyan et magenta se superposeraient parfaitement et ne laisseraient apparaître
teinte bleue. Dans la pratique, il existe toujours un léger décalage dû au bruit sur la
tion et aux imperfections mécaniques du dispositif. Sous le microscope, on observ
impacts cyan et magenta dont le recouvrement partiel est bleu. Comme pour l
monochrome, leur densité optique n’est pas uniforme, elle décroît lorsque la distan
centre de l’impact augmente.

1.  La superposition de trames ordonnées périodiques n’est pas nécessairement périodique (voir [Ami95] p. 6
[Ami98] p. 127 Proposition 3). Mais dans notre cas où les périodes des trames sont définies par une grille de
entiers, la superposition est toujours périodique.

p p

p p

p l i hi×
L

ppcm l i H

hi

L ppcm l1 … l i … l p, , , ,( )=

H ppcmh1 … hi … hp, , , ,( )=

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Figure 6.4: (a) Extrait des plans de pixels correspondant à la simulation d’un échantillon bleu prod
par la superposition d’un film cyan et d’un film magenta au niveau d’intensité 223, tous deux tram
l’aide d’une méthode de type Bayer à 257 niveaux. (b) Agrandissement au microscope d’un éc
tillon réel correspondant au cas simulé de la figure (a). Les petits points blanc correspondent à de
les du support. Notons que le plan de pixels n’est pas une reproduction exacte de la réalité, mais
a la même statistique.

(a)

(b)

850 µm
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6.2 Point à profil d’absorption

La méthode de simulation par plan de pixels introduite au paragraphe 6.1 est e
incomplète puisqu’elle ne tient pas compte des variations de densité optique interne
impacts observés au microscope (voir figure 6.3 (b) et figure 6.4 (b)). De plus, le re
vrement partiel des impacts s’accompagne de l’addition des densités en accord a
loi de Beer. Le phénomène est bien visible dans le cas monochrome de la figure 6
et se traduit pour les cas polychromes par l’apparition d’une nouvelle teinte, co
l’illustre le cas de la figure 6.4 (b), où le bleu résulte de l’addition des densités des te
cyan et magenta. La prise en compte de ce phénomène demande une étude appr
de l’impact isolé et une exploitation plus judicieuse des plans de pixels.

En admettant que le dispositif d’impression produise des impacts identiques s
support donné, nous pouvons établir un modèle d’impact standard pour chaque
d’encre. La construction de ce modèle doit reposer sur une bonne base statistique
démarche consiste à produire un échantillon composé d’impacts suffisamment di
les uns des autres pour qu’il n’y ait pas de recouvrement. Observé sous un micros
on met en évidence une forme géométrique moyenne de l’impact. Dans notre cas, i
par la figure 6.5, cette forme est un disque dont la densité optique décroît lorsque l
tance au centre augmente. La déformation sur la droite de l’impact est liée à l’appa
d’une goutte satellite qui s’est séparée de la goutte principale sur le trajet allant de l
d’impression au support. L’impact du satellite se situe en-bas à droite dans la figur
Par soucis de clarté, on négligera la perturbation introduite par les satellites.

Figure 6.5: Impact d’encre noire sur transparent observé au microscope. Le
petit impact en-bas à droite correspond à une goutte satellite qui s’est séparée
de la goutte principale sur le trajet allant de la tête d’impression au support.

100 µm
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Pour affiner l’étude, il faut déterminer l’évolution de la densité en fonction de la d
tance au centre de l’impact. Cette mesure nécessite l’emploi d’un microspectropho
tre construit en adaptant un spectrophotomètre sur un microscope. A l’aide
dispositif optique appelémiroir de Pritchard, on peut échantillonner la lumière prove
nant d’une petite zone du champ du microscope. Un tel miroir est percé d’un petit
auquel on adapte une fibre optique qui amène la lumière au spectrophotomètre. L’o
teur du microscope voit la zone mesurée comme un trou noir au milieu de l’image r
tée par le miroir de Pritchard.

L’échantillon à étudier est placé sur une table à déplacement micrométrique. Ains
mesure à intervalle régulier le spectre d’une petite portion de l’impact observé
microscope. Tous les éléments nécessaires à la mesure du profil d’absorption s
place et récapitulés dans la figure 6.6.

On procède à la mesure, par transparence et en lumière collimatée, des spectre
série de points situés sur un diamètre de l’impact. Chaque mesure correspond au s
d’absorption1 d’une concentration inconnue de la même encre dont, à priori, on igno
spectre. L’exploitation des données se simplifie en mettant, comme dans les cha
précédents, les spectres mesurés sous la forme de vecteurs. Rappelons que la no
chacun de ces vecteurs est proportionnelle à la concentration d’encre et que la dir
du vecteur correspond à la forme de son spectre. D’après la loi de Beer, les sp
mesurés ne se distinguent que par un facteur d’échelle lié à la concentration; ain
vecteurs correspondants sont théoriquement colinéaires. En pratique, le bruit
mesure perturbe l’orientation de ces vecteurs qui forment alors un étroit faisceau.

Pour retrouver la forme du spectre de l’encre (direction moyenne des vecteurs)
profil de densité de l’impact (normes des vecteurs), on procède en deux étapes
figure 6.7). Dans la première étape, on détermine un spectre de référence corre

1.  Pour les encres fluorescentes, la bande spectrale étudiée ne doit pas contenir la bande d’émission.

Figure 6.6: Montage expérimental pour la mesure
du profil de concentration d’un impact.

Opérateur
Miroir de Pritchard

Spectrophotomètre

Microscope

Fibre optique

Echantillon

Table à déplacement micrométrique

Vr
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dant à l’orientation moyenne des vecteurs. On s’affranchit des spectres peu signifi
en opérant une moyenne arithmétique des vecteurs ayant une norme supérieure à u
donné. L’expérience a montré que l’on obtenait de bons résultats en prenant co
valeur de seuil le cinquième de la norme du vecteur le plus long. Dans la seconde
l’absorption en chaque point de mesure est déterminée grâce au produit sc
entre le vecteur  du spectre mesuré et le vecteur  du spectre de référence:

(6.3)

où  est l’absorption du spectre de référence.

Nous avons mesuré les profils d’absorption d’impacts cyan, magenta et jaune, ain
ceux des points résultants de la superposition de deux impacts. Après avoir appliq
les données le traitement que nous venons de décrire, on obtient pour chaque impa
lysé un profil d’absorption. Afin de simplifier la représentation, la figure 6.8 ne trac
profil d’un impact cyan que pour la longueur d’onde d’absorption maximale

Des courbes semblables à celle de la figure 6.8 sont obtenues pour les autres en
leurs combinaisons. Afin de trouver une approximation de type polynomiale de d
raisonnable, on effectue plusieurs régressions dont on compare les résultats. La r
che du meilleur compromis entre le degré du polynôme et la qualité de l’approxima
conduit à choisir la parabole comme modèle de profil d’absorption. Dans la figure 6
profil mesuré a été superposé à la parabole obtenue par régression polynomiale. D
l’équation de la courbe permet d’extraire deux grandeurs qui paramétrisent entière
l’impact: son rayon et la densité en son centre. En ramenant l’axe de symétrie
parabole à l’origine, l’équation de la courbe prend la forme:

A λ( )

Vm Vr

A λ( )
Vm Vr⋅

Vr
2

------------------- Ar λ( )⋅=

Ar λ( )

λ 600nm=

Ar λ( )
Vr

Figure 6.7: Le spectre de référence est donné par la moyenne arithmétique des
vecteurs de longueur significative. Les concentrations se calculent par projection
des vecteurs des spectres mesurés sur l’axe défini par le spectre de référence.

A λ( )

Vm

Vecteur d’un spectre mesuré

Vecteur du spectre de référence

Absorption de l’encre au point de mesure

Axe de projection

r Dc
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(6.4)

La relation (6.4) sera utilisée par la suite pour construire un modèle de l’impact.

D Dc 1
x
r
-- 

  2

–=

Figure 6.8: Le profil de densité optique d’un impact cyan (trait plein) fut mesuré avec un
pas de entre les points de mesure. Le tracé correspond à l’absorption à la longueur
d’onde . La courbe expérimentale est approchée par une parabole (tirets).
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Figure 6.9: Plan de pixels intégrant le modèle des absorptions variables,
et motif d’un impact isolé construit avec un profil de densité parabolique.

Plan de pixels

Motif d’un impact isolé

1 2 2 2 1

3 4 6 7 8 9 9 8 8 7 7 4 2

3 6 10 11 13 14 15 17 17 17 15 14 13 12 8 6 3
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Nous disposons à présent de tous les éléments nécessaires à la mise en pla
modèle avancé de l’impact d’encre. Jusqu’à présent, l’impact était un disque de de
constante, et le recouvrement de deux impacts n’entraînait pas d’augmentation de l
sité. L’expérience ayant démontré que ces approximations étaient trop grossières
[Emm95]), nous allons introduire un nouveau modèle de l’impact tenant compte des
fils de densité.

La méthode de simulation par plan de pixels prend en compte les variation
l’absorption en associant à chaque pixel une valeur de densité dont la valeur initiale
correspond à l’absence de toute substance absorbante. L’impact isolé est modélisé
motif circulaire composé de pixels contenant chacun une valeur de densité calcu
l’aide de la relation (6.4). Pour tout impact d’encre sur le support, le motif est “imprim
à la position adéquate sur le plan de pixel. Cette impression s’opère en ajouta
valeurs de densités des pixels du motif à celles des pixels du plan. Ainsi, dans la zo
recouvrement de deux impacts, l’addition des densités se fait conformément à l
Beer. La figure 6.9 illustre la méthode de simulation: le motif de l’impact à profil de d
sité parabolique est imprimé sur le plan de pixels comme nous l’avons vu
paragraphe 6.1. La figure 6.10 compare le résultat de simulation par plans de
d’une superposition d’encre cyan et magenta tramés avec l’échantillon réel obser
microscope.

L’implémentation informatique de cette méthode associe à chaque pixel du plan
valeur, en général entière, indiquant la densité de colorant. L’ordinateur doit alors
courir tous les pixels du plan pour construire un histogramme des densités de
rant. Pour simplifier les traitements ultérieurs, les classes de l’histogramme sont d’
amplitude1 . Un pixel appartient à la classe de l’histogramme, si sa densité de c
rant est comprise dans l’intervalle . Pour une surface unitaire,
valeurs  de l’histogramme doivent vérifier:

(6.5)

Le traitement d’une superposition de couches d’encres produira un histogra
à dimensions. Chaque classe de l’histogramme correspond à une

primaire identifiée par un -uplet des densités d’encre. Le spe
d’absorption d’une primaire se calcule grâce à la loi de Beer en sommant les
duits des éléments du -uplet par les spectres de référence  respectifs des en

(6.6)

Cette organisation des données réduit fortement l’espace mémoire nécessaire au
ment informatique.

1.  Dans la représentation graphique de l’histogramme, l’amplitude d’une classe correspond à la largeur du re
qui la représente (voir [Sap90] p. 118). L’aire du rectangle équivaut au nombre d’éléments appartenant à la

α q( )

q∆ j

q j q∆ j 1+( ) q∆, )[
α j( )

α j( ) q∆⋅
j

∑ 1=

p

α j1 … j l … j p, , , ,( ) p

p j1 … j l … j p, , , ,( )
A λ( )

p Arj λ( )

A λ( ) j1Ar 1 λ( ) … j l Arl λ( ) … j pArp λ( )+ + + +( ) q∆⋅=



116 Chapitre 6: Les couleurs tramées sur transparent

-

Figure 6.10:Superposition d’une couche d’encre cyan tramée (niveau 95) et d’une couche
d’encre magenta (niveau 223). La trame est à point centré avec 33 niveaux d’intensité répartis
sur l’intervalle . La figure (a) résulte de la simulation par plans de pixels, et corres-
pond à l’image (b) observée au microscope. Remarquons qu’ici les bulles du support apparais
sent en noir, contrairement à ce qui avait été observé dans les figures 6.3 (b) et 6.4 (b).

0 255,[ ]

(a)

(b)
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6.3 Prédiction d’une teinte monochrome tramée sur transparent

Dans ce paragraphe, nous introduisons notre nouvel outil d’analyse théorique
échantillons tramés imprimés sur transparent (voir [Emm96]). Pour en faciliter la c
préhension, la prédiction se limite aux teintes produites par une seule encre (cas
chrome). Le cas polychrome sera abordé au paragraphe 6.4.

6.3.1 Nouvelle formulation du modèle de Neugebauer

Les outils de prédiction des teintes tramées, tels que le modèle de Neugebaue
paragraphe 3.7.2), reposent sur l’interpolation entre un nombre fini de teintes prim
dont les pondérations correspondent aux aires occupées par ces primaires. Noton
le spectre de transmission de la primaire et l’aire qu’elle occupe sur un échan
tramé de taille unitaire. Le spectre de transmission  de cet échantillon est:

avec (6.7)

où parcourt l’ensemble des primaires présentes sur l’échantillon. Pour des im
d’encre de densité uniforme, il n’y a que deux primaires: la teinte du support et cel
l’encre. L’équation (6.7) se ramène alors à celle de Murray-Davis (v
paragraphe 3.7.1). L’existence d’un profil de densité à l’intérieur des impacts impliq
prise en compte d’un nombre infini de teintes produites avec une seule encre. On s
pose de modifier la relation (6.7) pour traiter ce cas, où les primaires forment une ga
continue de teintes (voir figure 6.11). Introduisons la densité surfacique qui dés
une quantité de colorant par unité d’aire, et notons le spectre de transmi
d’une couche d’encre uniforme de densité surfacique . En remplaçant les coeffic

par une fonction continue , on construit le produit qui représente l’aire c
verte par une densité surfacique de colorant. L’équation (6.7) se transforme en re
çant le signe de sommation par une intégration:

 où (6.8)

Dans le cas particulier d’une encre purement absorbante respectant la loi de B
spectre se calcule aisément avec le spectre d’absorption de référence
l’encre introduit au paragraphe 6.2:

(6.9)

Posons  et remplaçons l’égalité (6.9) dans la relation (6.8):

(6.10)
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Par définition, la transformée de Laplace de la fonction est donnée par la rel
(voir [Zay96] p. 116):

(6.11)

En utilisant cette notation, l’équation (6.10) s’écrit finalement:

(6.12)

Ainsi le spectre de l’échantillon monochrome se calcule en modulant la transformé
Laplace de  par la fonction .

La relation (6.12) apporte un tout nouvel éclairage au problème de la prédictio
spectre d’un échantillon tramé. En effet, la transformée de Laplace de la fon

contient uniquement les informations dépendant de la géométrie (trame, form
impacts, ...) qui sont séparées des données spectrales. Si l’encre vient à changer de
il suffirait de substituer dans l’équation (6.12) par le nouveau spectre d’absorp
de référence pour trouver le nouveau spectre de l’échantillon.

D’un point de vue probabiliste, la fonction s’interprète comme une densité de
babilité (voir [Sap90] p. 22) à support dans . Or, la transformée de Laplace d
densité de probabilité est la fonction génératrice desmoments(voir [Fel71] p. 434), dont

0 25 50 75 100
X

0 25 50 75 100Y

0

25

50

75

100

Z

0 25 50 75 100

0 25 50 75 100Y

Figure 6.11:Représentation dans l’espace CIE-XYZ de la gamme de toutes les teintes obtenue
en faisant varier la concentration d’une encre cyan de 0 (aucune absorption) à l’infini (absorptio
totale). Les points indiquent la position de l’encre à sa concentration nominale et celle du blan
de référence sous un éclairage D50. La forme convexe de lacourbe montre que l’ensemble des
teintes produites avec une encre ne peut être obtenu par synthèse additive à l’aide de deux prim
res.

Blanc

Cyan

a q( )
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le développement en série de Taylor s’exprime à l’aide des moments de la dens
probabilité:

où (6.13)

La relation (6.13) démontre que la fonction ne dépend que de la statistique
densités de colorant engendrée par la trame. Ainsi, une trame à points centrés pro
par le jeu du recouvrement des points voisins, une statistique différente de celle pro
par une trame Bayer qui est de type dispersé. En regroupant les impacts d’encre, on
rise les densités élevées de colorant, alors qu’en disperçant les impacts, les basse
tés dominent la statistique.

Le passage de la lumière par un milieu transparent à faces parallèles d’indice de r
tion s’accompagne toujours de réflexions multiples à l’intérieur du milieu (v
paragraphe 3.4.1). Les indices de réfraction des milieux couramment rencontrés o
valeur proche de , ce qui autorise l’utilisation de l’approximation (3.20) vue
paragraphe 3.4.1. La correction à apporter à la relation (6.12) se limite à multipli
spectre par , où est le facteur de réflexion de Fresnel pour le passage de
un milieu d’indice  (voir paragraphe 3.3.1):

(6.14)

Notons que la relation (6.14) n’est valable qu’en lumière collimatée. Si l’échanti
est éclairé par une source diffuse de type lambertien, on remplace le facteur de réfl
de Fresnel par un facteur de réflexion moyen :

(6.15)

où est le facteur de réflexion de Fresnel lorsqu’un rayon d’incidence pass
l’air au milieu d’indice de réfraction .

6.3.2 Forme discrète et traitement informatique

La fonction se construit à l’aide de l’histogramme des densités d’encre
culé par l’ordinateur avec la méthode présentée au paragraphe 6.2 (voir figure 6.12
construit une fonction en escalier dont la hauteur des paliers est donnée par l’
gramme:

(6.16)
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où est la fonction porte qui prend la valeur sur l’intervalle ouvert et
partout ailleurs; est la fonction1 de Dirac (voir [Sch98] p. 19); et est l’aire occu
pée par une densité de colorant comprise entre  et .

Pour alléger la notation, on pose . La transformée de Laplace de la f
tion (6.16) prend alors la forme suivante (voir [Rod93] p. 238 et [Zay96] p. 609):

(6.17)

Remarquons que lorsque tend vers , le rapport tend vers . Ai
d’après la propriété (6.5) de l’histogramme :

(6.18)

Mettons les coefficients sous la forme d’un vecteur colonne. Alors, la relation (6
s’écrit sous la forme d’un produit de matrices:

(6.19)

Pour ramener le traitement à celui d’un problème d’algèbre linéaire, le terme sca
passe du second membre dans le premier. L’introduction de la notation da
second membre allège l’équation (6.19) qui s’écrit alors:

1.  Les mathématiciens parlent plus volontiers de distribution.
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Figure 6.12:Fonction  construite à l’aide de l’histogramme des densités .a q( ) α j( )
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En pratique, on cherchera à évaluer la transformée de Laplace de pour un no
fini de valeurs que prend la variable . Sachant que doit être modulée

, les valeurs discrètes prises par seront comprises entre et , car il es
de rencontrer des encres ayant un spectre d’absorption de référence prena
valeurs supérieures à . Pour chacune des valeurs discrètes prise par , o
écrire la relation (6.20), et regrouper toutes les relations ainsi obtenues afin de les f
ler à l’aide d’un seul produit de matrices:

(6.21)

Notons qu’une ligne de la matrice rectangulaire du produit (6.21) correspond au ve
ligne de la relation (6.20). Pour une famille prédéfinie, la matrice et les ter

se calculent une fois pour toute et servent à déterminer la transfor
de Laplace de n’importe quelle fonctions .

Dans le cas particulier où , on est en présence d’une matrice carrée de Va
Monde (voir [Hor96] p. 29). Puisque les sont deux à deux distincts, la matrice de
der Monde est inversible. On dispose alors d’un moyen d’inversion de l’équation (6
qui permet de recalculer le vecteur de composante grâce au spectre de réf

(car ) et au spectre résultant de l’échantillon (c
). Le calcul se fait à l’aide de la méthode d’interpolation de Lagrange, te

nique numérique plus élégante que l’inversion de la matrice de Van der Monde
[Hor96] p. 29).

6.3.3 Extension aux substances fluorescentes

En présence d’un colorant fluorescent, la matrice de densité de fluorescence ,
duite au paragraphe 5.3.1, remplace le spectre de référence dans l’expression (6
l’on obtient une relation entre le spectre de la lumière incidente et le spectre
lumière émergente :
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La prise en compte des réflexions multiples à l’intérieur du milieu transparent à f
parallèles amène, comme nous l’avons montré dans l’équation (5.26)
paragraphe 5.3.1, un facteur de correction ; où est le facteur de réflexio
Fresnel moyen donné par la relation (5.24). Le calcul du spectre de transmission s
en divisant terme à terme les composantes des vecteurs  et :

(6.23)

Le calcul de l’expression (6.22) se simplifie lorsque l’on remplace l’exponentielle
matrice par son développement en série (voir paragraphe 4.1). En commutant les
d’intégration et de sommation, on fait apparaître l’expression des moments dé
dans la relation (6.13).

(6.24)

Là encore, l’information spectrale concernant l’encre est entièrement contenue da
matrice , alors que la contribution de la trame et de la forme de l’impact se retro
dans les moments . Un changement des propriétés de l’encre n’affecterait q
matrice et laisserait les moments inchangés. Inversement, un changement de
modifie les moments et maintient la matrice de densité de fluorescence.

Comme au paragraphe 6.3.2, la fonction se construit à partir de l’histogramme
des densités d’encre. La forme en escalier de simplifie considérablement le c
des moments . On part de la définition des moments dans laquelle on insère l’ex
sion (6.16) de :
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Le regroupement des équations (6.24) et (6.25) mène à l’égalité:

(6.26)

plus commode pour les traitements informatiques. L’expression (6.26) fait appar
deux séries de termes, et , pouvant être calculées
seule fois et stockées dans des tables. On dispose ainsi de tous les éléments néc
au calcul des l’équations (6.22) et (6.23) qui conduisent au spectre de transmission
recherché.

6.4 Prédiction d’une teinte polychrome tramée sur transparent

6.4.1 Eléments théoriques

La grande majorité des teintes colorées sont reproduites à l’aide de la superposit
trois ou quatre couches d’encre tramées. Les résultats théoriques établ
paragraphe 6.3 ne concernent que le cas particulier d’une seule couche d’encre. L
sage aux couches multiples revient à augmenter la dimension de l’espace mathém
sur lequel les équations s’appliquent. Cette généralisation fait l’objet de toute la sec

La superposition de couches d’encres conduit à tenir compte, pour chaque
d’un -uplet de valeurs de densités d’encre. L’équation (6.8) se généralise en intr
sant pour chaque encre supplémentaire une nouvelle variable :

où

(6.27)
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Comme pour le cas monochrome, la fonction se construit à partir
l’histogramme des densités d’encre calculées par l’ordinateur ave
méthode des plans de pixels:

(6.28)

Pour faciliter la compréhension et les calculs ultérieurs, on interprète
comme la densité de probabilité d’une variable aléatoire. Il est alors commode de d
les moments conjoints d’ordre de cette variable aléatoire (voir [Shi
p. 289):

(6.29)

A l’image du calcul (6.25), on introduit l’expression (6.28) de dans
relation (6.29). Les moments conjoints s’expriment alors en fonction

 et des :

(6.30)

Remarquons que plusieurs termes de l’expression (6.30) des moments conjoints p
être pré-calculés et placés dans des tables.

6.4.1.1 Encres purement absorbantes

La superposition de encres purement absorbantes, de spectre de référence re
et en densité respective , produit, d’après la loi de Beer, un spectre de tran

sion  donné par la relation:

(6.31)
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Soit la famille de fonctions . En remplaçant l’expression (6.31)
dans (6.27), on fait apparaître la transformée de Laplace de dimen

 de la fonction , notée  (voir [Bry92] p. 83):

(6.32)

avec

(6.33)

Le développement en série de Taylor d’ordre au voisinage de l’origine de la fonc
s’exprime grâce aux moments conjoints (voir [Dix76] pp. 37

372 et [Shi96] p. 289):

(6.34)

Comme pour le cas monochrome, plusieurs termes de l’expression (6.34) peuv
pré-calculer et être stockés dans des tables, afin de calculer rapidement les valeu
prend pour un ensemble prédéterminé de valeurs du -u

.

6.4.1.2 Encres fluorescentes

Dans le cas plus général des encres fluorescentes, le développement algébrique
être poussé aussi loin que pour les encres purement absorbantes. Comme nous l’a
au paragraphe 5.3.4, le spectre de transmission d’une combinaison d’encres fluor
tes dépend de l’ordre dans lequel la lumière rencontre les différentes molécules. En
rigueur, il faut distinguer chaque combinaison; en pratique, le procédé d’impres
limite les cas à un nombre raisonnable.

La technologie des imprimantes à jet d’encre, ainsi que celle du support transp
que nous avons utilisés, conduisent les encres imprimées au même endroit à se mé
On admet qu’il n’y a aucune interaction entre les différentes molécules de coloran
spectre de la lumière émergeant du transparent, qui contient un mélange
encres, est:

(6.35)

où est le vecteur du spectre de la lumière incidente, les sont les matrices de d
de fluorescence et les sont les densités respectives des encres. Les matrices
commutant pas, le développement en série de l’exponentielle de matrice n’autoris
de simplification ou de factorisation intéressante. Ainsi, la relation (6.35) doit être
luée numériquement pour chaque -uplet des densités .
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Le calcul du spectre de transmission d’un échantillon revient à évaluer le sp
global  émergeant du transparent:

(6.36)

et à diviser terme à terme les composantes des vecteurs  et : .

La forme en escalier de (voir équation (6.28)) permet de remplace
signes d’intégration par des sommes pouvant être évaluées par voie informatique:

(6.37)

6.4.2 Résultats de prédiction

La qualité des outils mis en place au paragraphe 6.4.1 se détermine en compar
spectres d’échantillons réels avec les spectres prédits. L’écart colorimétrique entr
diction et mesure se calcule dans l’espace CIELAB.

Les échantillons sont produits à l’aide d’une imprimante à jet d’encre HP DJ-560C
dispose des encres cyan, magenta et jaune. Pour chaque paire d’encres (cyan-m
cyan-jaune et magenta-jaune), on produit trois séries comportant chacune é
tillons, soit un total de échantillons. La première série est produite à l’aide d’
trame à points centrés (clustered) ayant 33 niveaux d’intensités; la seconde résulte
mage par la méthode Bayer ( niveaux); et la troisième est produite à l’aide d
méthode de diffusion d’erreur de Floyd et Steinberg (voir paragraphe 2.3.1). Le
échantillons correspondent à gradations verticales d’un premier film tramé sup
sées à gradations horizontales d’un second film tramé (voir figure 6.13). Les élém
de trame des deux films sont superposés en phase.

Bien que le modèle de prédiction puisse traiter le cas d’un dispositif superposa
encres, notre étude se limite à la superposition de deux films. L’ajout d’une trois
encre n’entraînerait qu’un noircissement des échantillons. Les couleurs composite
duites par la combinaison de deux encres sont les plus lumineuses et les plus satu
la gamme du système d’impression.

Le support imprimé est simulé à l’aide de grilles de pixels. L
points de l’imprimante sont agencés de telle façon qu’un élément de surface ne
jamais recouvert par plus de quatre impacts de la même encre. Chaque pixel étan
par un byte, il peut prendre toutes les valeurs entières sur l’intervalle . On opé
le décompte pour niveaux d’encrage: absence d’encre, premier niv

deuxième niveau, troisième niveau, quatrième niveau.
densité maximale d’un impact isolé est fixé à . Par soucis de performance, le
gramme de simulation a été écrit en C (voir [Ker90]).
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L’étude des encres nécessite la mesure de leurs spectres d’absorption et la rec
d’un éventuel comportement fluorescent. En premier, on mesure le spectre d’absor
puis on procède à la détection du caractère fluorescent: A l’aide d’un spectrofluorim
l’encre est excitée aux maxima d’absorption et les spectres de réémission obtenu
analysés. Les caractéristiques des encres fluorescentes (spectre d’absorption,
d’émission, bande d’excitation et rendement quantique) se mesurent comme
l’avons vu au paragraphe 5.3.2 en vue de construire les matrices de densité de fl
cence. Pour couvrir le domaine spectral de à par bande de lar

, il faut des matrices de dimension .

Figure 6.13:Film tramé comportant 9 gradations horizontales réparties uniformément sur un interv
, soit les niveaux 0, 31, 63, 95, 127, 159, 191, 223 et 255. La bordure affranchit les éch

tillons d’éventuels effets de bords indésirables; la crénelure facilite le repérage des échantillons.
0 255,[ ]

FAST CombiScreen -dith=44  100 dpi  8/05/98 13:54

λ 300nm= λ 830nm=

λ∆ 10nm= 54 54×
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Les encres cyan, magenta et jaune étudiées relèvent d’une technologie complex
[Shi95]). Elles contiennent un solvant organique tel que l’éthylène glycol, un agent c
rant, un biocide et de l’eau. En vue de déterminer leurs spectres d’absorption, les e
sont appliquées uniformément sur un support transparent CG3460 de la société 3M
mesures s’opèrent à l’aide d’un spectrophotomètre Cary UV/Vis de la société Varia
figure 6.14 donne les courbes spectrales obtenues.

L’analyse au fluorimètre a révélé un comportement fluorescent des encres mage
cyan. Les caractéristiques de l’encre magenta ont déjà été données au paragraph
Quant à l’encre cyan, elle absorbe les UV proches et émet dans la bande bleue du s
visible, comme l’indique la figure 6.15. Pour déterminer son rendement quantique
utilise la coumarine Ien solution dans l’éthanol en qualité d’étalon (voir [Olm79]),
l’on procède à l’expérience décrite au paragraphe 5.3.2. Appliquée sur un transp
CG3460 de 3M, l’encre cyan a un rendement quantique de .

Figure 6.14:Spectres d’absorption des encres cyan, magenta et jaune d’une
imprimante HP DJ560C appliquées sur un transparent CG3460 de 3M.
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Un simulateur de source D50 a servi de source de lumière; son spectre relatif est
duit dans la figure 6.16. Un tel simulateur comporte une série de tubes fluorescents
diffuseur par transparence. Les pics observés dans le spectre de la figure 6.16 so
raies produites par le mercure contenu dans les tubes fluorescents (voir [Per95] p
Notons que la raie à 546 nm se situe à l’intérieur de la bande d’excitation de l’e
magenta. Contrairement au spectre D50, le simulateur n’émet pas de rayonneme
par conséquent, l’encre cyan n’est que faiblement excitée dans la bande UV.

Figure 6.15:Spectre d’émission de l’encre cyan pour une excitation à 346 nm.
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Figure 6.16:Spectre relatif d’un simulateur de source
de lumière D50 constitué de tubes fluorescents.
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Les spectres de transmission des 729 échantillons ont été mesurés ave
spectrophotomètre Colortron II de la société LightSource. Pour chaque échant
l’ordinateur compare le spectre mesuré et celui prédit par notre modèle présen
paragraphe 6.4.1. Les calcules ont été opérés avec le logiciel Mathematica (voir [Wo
sur la base des résultats de simulation du support imprimé et des matrices de den
fluorescence. La Table 6.1 rassemble les résultats pour chaque série d’échantillons
nant l’écart moyen, l’écart quadratique moyen et l’écart maximal dans l’espace
LAB. Pour mieux illustrer notre propos, les spectres de certains échantillons ains
leurs spectres prédits sont reproduits dans les figures 6.17, 6.18 et 6.19 qui corresp
respectivement aux combinaisons d’encres cyan-magenta, cyan-jaune et magenta
Chaque combinaison d’encre a été tramée avec les trois méthodes de génération d
ton: à points centrés (clustered), Bayer et Floyd-Steinberg. Afin de ne pas surch
l’exposé, on ne représente que les spectres de 5 échantillons par série de 81.

Sur l’ensemble des 729 échantillons, l’erreur de prédiction moyenne est de
dans l’espace CIELAB, avec un écart maximal de . L’étude des spectres des fi
6.17, 6.18 et 6.19 indique un défaut de mesure à 440 nm dû à une raie très inten
mercure située à 435 nm. On en déduit que le spectrophotomètre Colortron II ne d
pas toujours des mesures satisfaisantes lorsqu’il est associé à un simulateur de l
D50 formé de tubes fluorescents. D’autre part, les faibles rendements quantique
encres cyan et magenta impliquent un comportement fluorescent très timide. Par c
quent, l’amélioration des prédictions grâce à la mise en œuvre de notre modèle de
rescence s’avère minime. En moyenne, les prédictions faites pour la trame à p
centrés d’une part, et celles pour les superpositions des encres magenta et jaune
part, s’avèrent meilleures que les autres.

Trame
Combinaison

d’encres
 moyen

Cyan-Magenta 2.16 2.55 5.49

Point centré (33 niveaux) Cyan-Jaune 1.40 1.53 3.24

(clustered) Magenta-Jaune 1.50 1.68 5.18

Cyan-Magenta 2.29 2.48 4.13

Bayer (257 niveaux) Cyan-Jaune 2.51 2.71 4.78

Magenta-Jaune 1.60 1.75 3.49

Cyan-Magenta 3.30 3.79 7.11

Diffusion d’erreur Cyan-Jaune 2.21 2.57 5.86

Floyd-Steinberg Magenta-Jaune 2.09 2.38 4.79

Table 6.1:Ecarts colorimétriques  moyens, écarts quadratiques moyens et écarts maxim
dans l’espace CIELAB entre spectres mesurés et spectres prédits des combinaisons d’e

cyan-magenta, cyan-jaune et magenta-jaune pour trois trames classiques.

E∆ E∆( )2

i 1=

n

∑
n

-----------------------
E∆ Max

E∆

E∆ 2.12=

7.11
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Figure 6.17:Spectre d’échantillons résultants de la superposition des films cyan et magenta (fluo
cent) pour trois trames classiques: à point centré (clustered), Bayer et Floyd-Steinberg. Les niv
d’intensité des films sont indiqués par des nombres entiers compris entre 0 (pour une couverture
par l’encre) et 255 (pour l’absence d’encre). L’écart colorimétrique entre le spectre mesuré (l
continue) et le spectre prédit (pointillé) a été calculé dans l’espace CIELAB.
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Figure 6.18:Spectre d’échantillons résultants de la superposition des films cyan et jaune pour trois
mes classiques: à point centré (clustered), Bayer et Floyd-Steinberg. Les niveaux d’intensité des
sont indiqués par des nombres entiers compris entre 0 (pour une couverture totale par l’encre) e
(pour l’absence d’encre). L’écart colorimétrique entre le spectre mesuré (ligne continue) et le sp
prédit (pointillé) a été calculé dans l’espace CIELAB.
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Figure 6.19:Spectre d’échantillons résultants de la superposition des films magenta (fluorescen
jaune pour trois trames classiques: à point centré (clustered), Bayer et Floyd-Steinberg. Les niv
d’intensité des films sont indiqués par des nombres entiers compris entre 0 (pour une couverture
par l’encre) et 255 (pour l’absence d’encre). L’écart colorimétrique entre le spectre mesuré (l
continue) et le spectre prédit (pointillé) a été calculé dans l’espace CIELAB.

E∆

Spectre mesuré
Spectre prédit
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6.5 Principaux résultats obtenus pour l’analyse de trame

Nous avons mis en place une nouvelle méthode d’analyse d’échantillons tramés.
mesuré la répartition du colorant à l’intérieur d’un point imprimé et connaissant la fo
de trame, nous sommes en mesure de déterminer la statistique de la répartition des
tités de colorant pour tout échantillon. Cette opération est confiée à l’ordinateur qu
le biais d’une grille à haute résolution, simule le processus d’impression et calcu
densité de probabilité de la statistique.

Nous avons montré que la fonction de densité de probabilité est liée au spect
l’échantillon par l’intermédiaire de la transformée de Laplace. Le spectre de l’échant
se calcule en modulant par le spectre de transmission de l’encre la transform
Laplace de la densité de probabilité. Dans le cas d’un échantillon polychrome, la t
formée de Laplace devient multi-dimensionnelle, et chaque dimension doit être mo
par le spectre d’une encre. Le problème de prédiction a été scindé en deux, pu
l’aspect spectral lié aux encres se trouve séparé de l’aspect géométrique lié à la tram
traitement se complique en présence d’encres fluorescentes. Le produit des matri
fluorescence n’étant pas commutatif, on doit abandonner la transformée de Lapla
profit d’un calcul numérique moins élégant.

La méthode d’analyse fut appliquée avec succès à des échantillons tramés imprim
un support transparent. Notre modèle permet de prédire, sur la base d’un nombr
treint de mesures, les spectres de transmission de ces échantillons couleurs. L’err
prédiction moyenne ( dans CIELAB) est proche de la limite de sensibilité
l’œil et de la reproductibilité du dispositif d’impression. Le modèle de prédiction, b
sur une généralisation du modèle de Neugebauer et une extension de la loi de
nécessite qu’un soin particulier soit accordé à la mesure des spectres d’absorptio
encres. La nouvelle méthodologie et le cadre théorique mathématique que nous
mis en place constituent un outil puissant pour l’étude quantitative précise des cou
produites à l’aide de trames.

E∆ 2.5=
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CHAPITRE 7 Les couleurs tramées sur papier

Au cours du chapitre 6, nous avons étudié les couleurs tramées sur transparent et
place une méthodologie, ainsi que les outils mathématiques, destinés à l’étude de
leurs produites à l’aide de trames. Le passage du transparent au support papier né
la prise en compte de deux phénomènes physiques supplémentaires: les réflexions
ples internes et la diffusion de la lumière à l’intérieur du réflecteur diffus. Dans l’exp
qui suit, on présente un ensemble de solutions développées sur la base des élé
introduits dans les chapitres précédents.

Dans toute notre étude, nous utilisons comme support un papier de haute qualit
tiné à l’impression jet d’encre. Sa structure correspond à celle du papier idéal prése
paragraphe 2.1.1: un substrat se comportant en réflecteur diffus (papier blanc ou
mère) recouvert d’une barrière imperméable et d’un revêtement transparent non flu
cent absorbant l’encre. Cette dernière couche est identique à celle que l’on trouve s
transparents utilisés dans nos études précédentes. Un tel support d’impression
siège de réflexions multiples internes qui, comme nous l’avons vu au paragraphe
augmentent la densité optique. L’autre phénomène important, la diffusion de la lum
induit l’apparition d’un halo coloré autour de chaque impact d’encre (voir [Wed95]).
effet, la lumière diffusée parcourt à l’intérieur du réflecteur une distance laté
moyenne de 20 à 50 avant d’être renvoyée (voir [Oit93]). Ainsi un photon ay
pénétré le papier par un point imprimé peut en ressortir par un point non-encré. Les
colorés ainsi produits modifient la statistique des couleurs, et donc la teinte de l’en
ble de l’échantillon imprimé. Retenons que la prédiction de la couleur imprimée
papier revient à déterminer la statistique et les spectres des teintes produites par
des divers phénomènes physiques (absorption, fluorescence, réflexions multiples
fusion) mis en jeu.

7.1 Extension de deux modèles classiques

Les modèles de Murray-Davis et de Clapper-Yule présentés au paragraphe 3.7 c
pondent à deux cas extrêmes de l’influence de la diffusion de la lumière. Dans le pr
cas, la distance de diffusion latérale de la lumière est supposée très petite devant l
des impacts. Un photon entre et ressort du papier par des zones comportant les
quantités d’encre. Dans le second cas, la distance de diffusion latérale est très gran
rapport aux impacts d’encre. Le photon entrant peut alors émerger avec une prob
égale par n’importe quel autre point du support. L’équation de Murray-Davis, d’une
et celle de Clapper-Yule, d’autre part, se généralisent aisément à l’aide de notre for
tion établie pour les modèles à deux flux.

µm
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7.1.1 Murray-Davis étendu

Le modèle de Murray-Davis correspond à une moyenne de réflectances de teinte
dérées par l’aire qu’elles occupent. Par hypothèse, la diffusion s’opère sur une dis
négligeable devant la taille des impacts d’encre. Ainsi, la lumière pénétrant le papie
une zone ayant une densité de colorant, ressort par une zone ayant la même den
colorant, comme si l’on avait à faire à une couche de taille infinie. En reprenant la fo
lation du chapitre 6, la réflectance d’un échantillon s’écrit, dans le cas monochr
de la façon suivante:

(7.1)

où est le spectre de réflectance des surfaces comportant une densité de co
et est l’aire qu’elles occupent. Le calcul de pour les substances purem
absorbantes diffère de celui pour les substances fluorescentes.

7.1.1.1 En présence de substances purement absorbantes

En présence d’une substance purement absorbante respectant la loi de Beer e
support ne comportant pas d’agent fluorescent, la réflectance d’un élément de s
couvert par une densité surfacique de colorant est donnée par la combinaison de
de Beer avec la correction de Saunderson (voir paragraphe 3.4.2):

(7.2)

où est le coefficient d’extinction de la substance absorbante, la réflexion en
face, le coefficient de réflexion interne de la couche transparente, et
réflectance du support. Le facteur à l’intérieur de l’exponentielle provient d’un fac

dû au trajet aller-retour dans le milieu absorbant, et du fait qu’une lumière diff
effectue en moyenne un parcours fois plus long qu’une lumière collimatée (
paragraphe 3.5.5). En accord avec la loi de Beer, l’équation (7.2) se généralise po
mélange de trois encres:

(7.3)

où les sont les densités surfaciques, et les sont les coefficients d’extinction
colorants. Le spectre de réflectance globale d’un échantillon tramé imprimé avec
encres est donné par:

(7.4)

qui remplace la relation (7.1).

q

R λ( )

R λ( ) a q( ) R λ q,( )⋅ qd
0

∞

∫=

R λ q,( ) q

a q( )dq Rλ q,( )

q

R λ q,( ) r s

1 r s–( ) 1 r i–( ) 4q 10ln– ε λ( )⋅[ ]Rg λ( )exp

1 r i 4q 10ln– ε λ( )⋅[ ]Rg λ( )exp–
---------------------------------------------------------------------------------------------------+=

ε λ( ) r s

r i Rg λ( )

4

2

2

R λ q1 q2 q3, , ,( ) r s

1 r s–( ) 1 r i–( ) 4 10ln– q1ε1 λ( ) q2ε2 λ( ) q3ε3 λ( )+ +( )⋅[ ]Rg λ( )exp

1 r i 4 10ln– q1ε1 λ( ) q2ε2 λ( ) q3ε3 λ( )+ +( )⋅[ ]Rg λ( )exp–
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------+=

qi εi λ( )

R λ( ) a q1 q2 q3, ,( ) R λ q1 q2 q3, , ,( )⋅ q1d q2d q3d
0

∞

∫0

∞

∫0

∞

∫=



7.1 Extension de deux modèles classiques 137

ers le
s plus
expé-
ono-

ène à

maine
ores-

ices
on du
). On
ment

atrice
pure-
mière

ion
vec-

(7.1)
Les expressions (7.2) et (7.3) étant relativement lourdes, on se tourne parfois v
modèle empirique de Takahashi (voir paragraphe 3.4.3). Il mène à des équation
simples, mais introduit deux nouvelles constantes, et , devant être déterminées
rimentalement pour chaque combinaison d’encre et de support. Dans le cas m
chrome, la réflectance est donnée par:

(7.5)

Pour un mélange de trois encres, le modèle de Takahashi (voir paragraphe 3.4.3) m
l’expression:

(7.6)

qui est plus simple que la relation (7.3).

7.1.1.2 En présence de substances fluorescentes

Si le papier ou une encre contient une substance fluorescente active dans le do
visible, le spectre de réflectance se calcule à l’aide de notre modèle de flu
cence mis en place au paragraphe 5.4.

En l’absence de diffusion, la réflectance se calcule à l’aide de trois matr
comme nous l’avons montré au paragraphe 5.4.1. On note la matrice de réflexi
substrat, et la matrice de passage du dioptre (voir paragraphe 5.2 et figure 5.16
pose la matrice de densité de fluorescence du colorant dans le revête
transparent, où est la matrice diagonale correspondant à l’absorption et la m
triangulaire inférieure correspondant à l’émission par fluorescence. Un colorant
ment absorbant a une matrice nulle. Pour et les vecteurs des spectres de la lu
respectivement incidente et émergente à la surface du papier, on a les relations:

(7.7)

(7.8)

où les flux et au niveau du réflecteur diffus sont liés par l’express
. On en déduit par la division terme à terme des composantes des

teurs  et :

(7.9)

Pour traiter le cas d’un mélange de trois encres, il suffit de remplacer les relations
et (7.7) respectivement par:
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(7.11)

où , , sont les densités respectives des trois colorants, et
, leurs matrices de densité de fluorescence. Le calcul
se fait avec les relations (7.8) et (7.9). Toutes ces équations se généra

facilement pour un nombre d’encres. Dans le cas d’une superposition des encres
mélange), il faut décomposer l’exponentielle de matrice en produit d’exponentie
comme nous l’avons vu au paragraphe 5.4.4. Si la lumière traverse d’abord la couc
colorant , puis celle du colorant et finalement celle du colorant avant d’être refl
par le papier, l’équation (7.11) s’écrit:

(7.12)

7.1.2 Clapper-Yule étendu

Contrairement au modèle de Murray-Davis, celui de Clapper-Yule suppose une d
sion latérale opérant sur une distance grande par rapport à la taille du point imp
Pour mieux saisir la distinction, suivons le chemin parcouru par la lumière. Le flux d
lumière incidente passe le dioptre séparant l’air du milieu transparent contenan
encres. Suivant la position sur le papier, la lumière rencontre plus ou moins de molé
absorbantes avant d’atteindre le réflecteur diffus. Ce dernier réalise, par le biais de
fusion latérale, un mélange de l’ensemble des flux incidents, et renvoie en tout po
même rayonnement moyen. Les flux ascendants traversent à nouveau la couche
nant les encres et le dioptre, sur lequel une partie de la lumière est reflétée en inte
reprennent le parcours des flux descendants. D’un point de vue probabiliste, on dit
photon pénétrant le papier par une zone donnée a une densité de probabilité un
d’émerger par tout autre point du support.

Nous sommes en mesure de décrire ce comportement à l’aide d’un produit de que
matrices. Considérons un modèle à deux flux, où le vecteur désigne le spectre d
de lumière diffuse incident et le spectre du flux de lumière diffuse émergent. La tra
sée du dioptre se modélise grâce à une matrice de passage comme nous l’avon
tré au paragraphe 5.2. La lumière se propageant dans la couche contenant les en
soumise à l’action des colorants qui s’exprime mathématiquement à l’aide de l’expo
tielle de matrice. On note le flux descendant arrivant sur le support après avoi
versé une couche contenant une quantité de colorant. On note également l
moyen émanant du réflecteur diffus. Les grandeurs  et  sont liées par l’équa
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où est la matrice de réflexion du support. Tous ces éléments conduisent à la re
suivante:

(7.14)

La résolution de l’équation (7.14) sous la contrainte (7.13) n’a pas été traitée dans
général. Nous reviendrons sur ce point au paragraphe 7.2, où nous traiterons le ca
ne prenant qu’un nombre restreint de valeurs.

Pour l’instant, nous limitons notre développement aux encres ne présentant que
niveaux de densité et . Sous cette restriction, on se propose de trouve
généralisation de l’équation classique de Clapper-Yule vue au paragraphe 3.7.5.
geons la notation en posant , d’où . De plus, on introduit pour des
sons de symétrie les flux et correspondant aux flux ascendants traversan
couche de densité respectivement . La relation (7.14) se transforme
prendre la forme suivante:

(7.15)

Dans le cas d’une diffusion telle que celle du modèle de Clapper-Yule, le réflecteur d
opère la moyenne de tous les flux incidents et renvoie en tout point de sa surface
même spectre:

(7.16)

Les flux et sont égaux et correspondent à une moyenne pondérée des flux
dents multipliée par la matrice de réflectance du support. Les pondérations so
aires occupées par les deux densités d’encre. La matrice de passage de dioptre
celle de la relation (5.38), et la réflectance globale se déduit des flux en surfa
l’aide de l’expression:

 où  et (7.17)

Rappelons que correspond au spectre de la lumière incidente. La structure bloc
nale des matrices de l’égalité (7.15) permet d’écrire:
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Cette dernière relation est équivalente à celle obtenue en regroupant les flux asce
d’une part et les flux descendants d’autre part:

(7.19)

En ajoutant la contrainte (7.16), on fait disparaître les inconnues  et :

(7.20)

La relation (7.20) peut à son tour être mise sous une forme plus claire:

(7.21)

Après avoir effectué le produit matriciel dans l’équation (7.21), on regroupe les ter
relatifs à un même flux, ce qui permet de scinder la matrice et de se ramener à deux
tions de dimension plus petite:

(7.22)

(7.23)

Grâce aux équations (7.22) et (7.23), il nous est possible, sous réserve d’inversibil
la matrice (7.22), d’exprimer les flux émergents et en fonction des flux inciden
et :
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(7.24)

De là, on reprend la relation (7.17) pour calculer la réflectance du systè
L’ensemble du calcul est long et fastidieux. Son développement a été confié au lo
Mathematica(voir [Wol91]). En limitant notre solution aux encres purement absorban
( diagonale et ), on aboutit à l’équation (3.55) de Clapper-Yule vue
paragraphe 3.7.5. Les résultats algébriques intermédiaires de la démonstration ne p
tant aucun intérêt, on n’en retiendra que la démarche suivie. Nous approfondiro
point au paragraphe 7.2 dans le cadre de notre modèle de prédiction avancé.

Notons qu’en présence d’échantillons comportant trois encres, l’équation (7.1
transforme en une intégration triple, et le terme exponentiel comporte alors trois m
ces:

(7.25)

Là aussi, l’exponentielle de la somme des trois matrices doit être remplacée par le
duit des trois exponentielles, si les colorants forment des couches distinctes superp
Pour ne pas surcharger cet exposé, nous ne présentons pas le calcul d’une rela
Clapper-Yule pour trois encres. Une méthodologie générale sera présenté
paragraphe 7.2.

7.2 Modèle avancé

La diffusion de la lumière implique la prise en compte du voisinage. On entend p
que la teinte d’un point ne dépend pas uniquement de la densité locale de colorant
également de l’état d’encrage de ses voisins. Un rayon incident sur une zone encré
par le jeu de la diffusion, émerger par une zone non-encrée ou couverte par une
encre. Les modèles abordés au paragraphe 7.1 forment les cas extrêmes: dans c
Murray-Davis l’influence des voisins est nulle, dans celui de Clapper-Yule l’ensemb
la surface imprimée intervient.

Nous proposons d’établir un modèle plus général prenant en compte l’influence
voisins se trouvant à l’intérieur d’un rayon d’action qui dépend des propriétés du ré
teur diffus. La distance latérale moyenne parcourue par un rayon à l’intérieur du p
étant de 20 à 50 (voir [Oit93]), on estime le rayon d’action à environ 100 . C
valeur donne l’ordre de grandeur de la zone d’influence de la diffusion. Pour un dis
tif d’impression ayant une résolution de 300 dpi, un tel rayon d’action correspond
distance séparant les centres de deux impacts d’encre juxtaposés.
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Le spectre d’un échantillon tramé se détermine en deux étapes de traitement. L
mière est un décompte semblable à celui effectué pour le support transparent. On
mine pour chaque élément de surface la combinaison d’encre qui le recouvre
d’établir un histogramme des densités. La diffusion de la lumière dans le support co
à prendre en compte les densités d’encres dans la zone d’influence autour de chaq
ment de surface. Ainsi, nous sommes amenés à construire, pour chaque combi
d’encres, un histogramme caractérisant les densités d’encres dans la zone d’influe
la diffusion. La seconde étape opère le calcul du spectre sur la base des résult
décompte et des propriétés physiques des encres et du papier.

7.2.1 Construction des histogrammes

Pour construire l’histogramme des densités, on fait appel, comme au paragraph
à des plans de pixels, un par encre, sur lesquels on aura préalablement tracé les i
des gouttes d’encre avec leur profil de concentration. Un pixel modélise l’état d’enc
d’un élément de surface. Pour chaque position , on détermine les densités des
rents colorants en présence grâce aux valeurs stockées dans les pixels, leur dé
permettant la construction de l’histogramme des densités. Ces opérations sont i
ques à celles effectuées pour les supports transparents (voir paragraphe 6.2).

La diffusion de la lumière implique la prise en compte autour de chaque élémen
surface d’une zone d’influence (voir figure 7.1). Pour bien aborder ce problème, c
fions les notions de voisinage et de voisin. On désigne par voisinage du pixel

α

x y,( )

α

Figure 7.1: Plan de pixels à haute résolution sur lequel on simule l’impression. Les lignes
épaisses correspondent à la division du plan en points d’une imprimante idéale. L’élément de
surface représenté par le pixel noir subit, par diffusion de la lumière, l’influence des voisins
contenus dans le cercle représentant la zone d’influence du phénomène. Le rapport entre le
rayon et le côté des grands carrés correspond à celui d’un dispositif de résolution 300 dpi.

x y,( )
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éléments de surface dont le centre est contenu dans le cercle centré sur et
pour rayon le rayon d’action de la diffusion. On désigne par voisin de un élém
de surface faisant parti du voisinage de .

Nous savons qu’à l’intérieur d’un voisinage, tous les voisins n’ont pas la même im
tance. Leur poids décroît exponentiellement avec la distance qui les sépare de l’él
de surface étudié (voir [Oit93] et [Gus95] pp. 81-87). En toute rigueur, il faut procéd
un décompte des voisins pondéré par une fonction exponentiellement décrois
L’histogramme ainsi obtenu, noté , caractérise la composition du voisinage. Le tr
ment décrit s’apparente à la convolution opérée dans les modèles avancés v
paragraphe 3.7.6.

La prise en compte rigoureuse du voisinage de chaque élément de surface condu
traitement très lourd consommant une grande quantité de ressources informat
L’expérience nous a montré qu’une telle précision n’est pas nécessaire. Une appro
tion en apparence grossière suffit à rendre compte de l’influence de la diffusion ave
précision suffisante. Remarquons qu’un élément de surface donné n’est soumis de
significative qu’à l’influence de neuf points du dispositif d’impression: celui auq
appartient l’élément de surface et les huit points voisins sur la grille d’impression. S
figure 7.1, ces points sont délimités par les lignes épaisses. Dans un prétraiteme
détermine la contribution moyenne de chaque point du dispositif d’impression
décompte des voisins se résume à la lecture de neuf valeurs précalculées qui sont
rées en fonction de la distance séparant l’élément de surface du centre des point
figure 7.1). En accord avec les études antérieures déjà mentionnées, la fonction d
dération suit une loi exponentiellement décroissante. Rappelons que la somme de
coefficients de pondération doit donner 1.

x y,( )
x y,( )

x y,( )

N

Figure 7.2: Contribution des huit voisins et du point courant à la lumière dif-
fusée qui émerge sous l’élément de surface représenté par le petit carré noir.
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Ainsi, en parcourant l’ensemble du plan de pixels, on construit pour chaque comb
son de encres l’histogramme de la composition du voisina
On notera la fraction de voisins couverts par la combinais

. Par conséquent, l’histogramme  vérifie:

(7.26)

A présent, nous disposons d’une fonction caractérisant de façon statistique le vois
d’une combinaison d’encres donnée.

7.2.2 Calcul du spectre

Le calcul du spectre de réflexion d’un échantillon couleur tramé nécessite la con
sance des propriétés physiques des encres et du papier, ainsi que les informations
ques sur les aires occupées par les différentes combinaisons d’encres (histogramm
la composition des voisinages (histogrammes ). La méthodologie suivie est celle
nous avons déjà utilisée au paragraphe 7.1.2 lors de l’étude de l’extension du mod
Clapper-Yule.

Comme dans les études précédentes, on désigne par le nombre d’encres et p
nombre de niveaux de densité pris en compte pour chaque encre. Au total, on con
un nombre de combinaisons d’encres. Chaque combinaison se définit par
uplet des quantités d’encres où les ne prennent que valeurs distin
Soient flux descendants notés et flux ascendants notés , avec . On a
que les flux et ne traversent qu’une combinaison d’encre, et que l’échang
lumière entre deux zones encrées différemment se fait par la diffusion dans le réfle
(voir figure 7.3). Ainsi, pour chaque couple de flux et associé à une combina
d’encres , on pose une relation du type suivant:

p q1 … qp, ,( ) N q1 … qp, ,( )

N q1 … qp q'1 … q'p, ,;, ,( )

q'1 … q'p, ,( ) N q1 … qp, ,( )

… N q1 … qp q'1 … q'p, ,;, ,( )
q'p

∑
q'1

∑ 1=

α
N

Pd

Rg

M l Fl–

Fl M l– 
 
 

j 1

Figure 7.3: Modélisation des flux de lumière dans un échantillon
tramé imprimé sur un papier idéal. Les échanges de lumière entre deux
zones encrées différemment se font exclusivement dans le substrat
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où représente la matrice de passage du dioptre, le flux descendant à la surf
réflecteur, le flux ascendant à la surface du réflecteur et la matrice de dens
fluorescence de l’encre . Les équations obtenues pour les différentes combina
peuvent se regrouper en une seule équation comportant une matrice bloc-diagona

(7.28)

Un changement de base permet de regrouper d’une part les flux descendants et
part les flux ascendants. La relation (7.28) se transforme pour donner:

(7.29)

Les flux ascendants au niveau du réflecteur diffus sont liés aux flux descen
. Connaissant la statistique des voisins de la combinaison d’encres , on

exprimer chaque en fonction des . Nous allons adopter pour résoudre ce
blème une approche probabiliste à l’image de celle proposée par Arney dans [Ar
Posons la probabilité qu’un photon soit diffusé dans le réflecteur. La probabilité d
pas subir de diffusion est de . Et la probabilité pour qu’un photon descende p
flux et remonte par le flux est égale à , où est la fraction des v
sins de la combinaison qui est couverte par la combinaison d’encres . De façon
rale, le flux  s’exprime comme une combinaison linéaire des flux :

(7.30)
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où est la matrice de réflexion du support et les coefficients scalaires correspond
des probabilités de passage d’un canal à un autre. Le coefficient associé au canal
un rôle particulier, puisqu’il comporte deux parties. La première correspond aux pho
qui n’ont pas subi de diffusion significative, quant à la seconde, elle représente les
tons ayant subi une diffusion et provenant de voisins couverts par la même combin
d’encres. La relation (7.30) s’écrit pour les flux ascendants et les équa
obtenues forment la matrice suivante:

(7.31)

où est la probabilité de diffusion du canal vers le canal . Sur la diagon
on a  et partout ailleurs .

Les équations (7.29) et (7.31) se combinent aisément pour faire disparaître les i
nues . Posons  la matrice de la relation (7.31), alors l’égalité (7.29) revient à:

(7.32)

Après avoir effectué le produit matriciel de l’équation (7.32), on peut extraire les
mières lignes de la matrice obtenue pour exprimer les en fonction des à l
d’une matrice plus petite:

(7.33)

On procède de façon similaire pour exprimer les  en fonction des :
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Posons la matrice de l’équation (7.33) et la matrice de l’équation (7.34). Si
inversible, les  s’expriment linéairement en fonction des :

(7.35)

Rappelons que les flux incidents sont identiques et égaux au spectre de la lu
incidente. Grâce à la relation (7.35), on en déduit le vecteur formé des . Le spectre
la lumière reflétée s’obtient en pondérant les vecteurs par les aires occupées
différentes combinaisons d’encres. Ces informations sont contenues dans l’histogr
des densités . Le coefficient de réflexion de l’échantillon se calcule en d
sant terme à terme les composantes du vecteur  par celles du vecteur :

 où  et (7.36)

Ainsi, nous sommes en mesure de prédire le spectre d’échantillons tramés qui
sent l’effet de la diffusion de la lumière dans le support. La probabilité de diffusion
le rayon d’action du phénomène de diffusion forment un couple de paramètres auto
la prise en compte d’un large éventail de configurations. Le modèle de Murray-D
correspond à une probabilité de diffusion nulle , pour laquelle les matrices (7
et (7.34) sont bloc-diagonales. A l’opposé, la modélisation de Clapper-Yule corresp
une probabilité de diffusion de et à un rayon d’action infini. Cela implique q
tous les histogrammes de voisinage sont égaux à l’histogramme des densi
colorants. La matrice (7.31) a alors lignes identiques toutes égales à
qui correspond à la contrainte (7.16) sur les flux au niveau du réflecteur diffus vu
paragraphe 7.1.2.
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7.3 Résultats expérimentaux du modèle avancé

Notre modèle avancé a été appliqué à la prédiction d’échantillons couleurs tramé
duits à l’aide de deux encres imprimées sur un papier de haute qualité pour l’impre
à jet d’encre. Les spectres des réflexions des échantillons produits ont été mes
l’aide d’un spectrophotomètre, puis comparés aux spectres prédits par notre modè

Le choix du support s’est porté sur le papier J21 de la société MPA déjà utilisé lo
l’étude des encres fluorescentes sur papier (voir paragraphe 5.4.3) et dont le spe
réflexion apparaît à la figure 5.17. Le dispositif d’impression est une imprimante
bureau Deskjet 560C de la société Hewlett Packard. On a réalisé deux séries d’é
tillons, l’une avec une trame à points centrés comportant 33 niveaux d’intensité, l’a
avec une trame Bayer comportant 257 niveaux. Les niveaux d’intensité sont répart
un diapason allant de 0 à 255 où, par convention, 0 représente un recouvrement tota
support par l’encre et 255 l’absence d’encre. Pour limiter le nombre d’échantillons
réduit l’étude aux niveaux 0, 63, 127, 191 et 255. Disposant des encres cyan
magenta (M) et jaune (Y), on produit pour chaque trame une série de 25 échant
pour chacune des combinaisons CM, CY et MY, soit un total de 75 échantillons
trame. Notons que la même trame s’applique aux encres superposées, et qu’il n’y
de déphasage entre les films.

Le dispositif de mesure, schématisé dans la figure 7.4, est identique à celui utilisé
le cadre des encres fluorescentes sur papier. La lumière provient d’une source tung
halogène de la société Light Source. Son spectre a déjà été mesuré et représenté
figure 5.18. Grâce à une sphère d’intégration, l’échantillon est soumis à un éclairag
fus. Le spectre résultant de l’échantillon se mesure à l’aide d’un spectroradiomètre
TASPEC II de la société Oriel.

L’étude des encres a déjà été faite au paragraphe 6.4.2. La source utilisée ne prod
quasiment pas de rayonnement UV, l’encre magenta est la seule à produire une lum
cence significative dans le domaine visible. Cette absence de photons UV permet
ment de négliger l’influence des azurants optiques contenus dans le papier.

Figure 7.4: Dispositif de mesure des spectres par réflexion.

Sphère d’intégration

Echantillon

Spectroradiomètre

Diffuseur

Source tungstène à halogène
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Pour chaque encre, on tient compte de cinq densités différentes: la première corre
à l’absence d’encre et les autres aux densités moyennes d’un impact, de la superp
de deux impacts, de celle de trois impacts et de celle de quatre impacts. La géomé
dispositif d’impression ne permet pas d’aller au-delà d’un chevauchement de q
impacts. Ainsi, pour la superposition de deux encres, on doit prendre en compte 25
binaisons d’encres.

Les matrices de densité de fluorescence sont de dimension . Un systè
25 combinaison d’encres impliquerait le passage par un lourd calcul numérique de
dant l’inversion d’une matrice de dimension (voir équation (7.35)).
l’absence de fluorescence, un tel calcul n’est pas nécessaire puisque chaque band
trale peut faire l’objet d’un traitement séparé. On ramène alors les dimensions
matrice à inverser à . Dans certaines combinaisons, la lumière émise par lum
cence d’une encre est totalement absorbée par une autre encre. On peut dans un
négliger la fluorescence et se ramener à des encres purement absorbantes. Dans le
gurations restantes, le nombre de combinaisons d’encres est ramené à cinq, ce qu
la taille des matrices à traiter à la dimension .

N’ayant pas accès directement à la probabilité qu’un photon soit diffusé ver
autre élément de surface, on estime sa valeur sur un échantillon de test monochr
l’aide d’une méthode de recherche opérationnelle basée sur la descente de gr
L’optimum  fut appliqué au calcul de tous les spectres prédits.

7.3.1 Les résultats

Le calcul des différents histogrammes a été opéré avec le programme déjà utilisé
les supports transparents vus au paragraphe 6.4.2. Comme dans l’étude antérieure
plans de pixels simulent le support et densités sont prises en com
par encre. D’où un total de 25 teintes pour lesquelles le programme détermine les
qu’elles occupent et la composition de leurs voisinages. Dans cette étude, le vois
est formé du point courant de l’imprimante et de ses huit voisins. Pour chaque é
tillon mesuré, le spectre de réflexion a été calculé à l’aide de notre nouveau modèle
vant en entrée les résultats de simulation et les propriétés physiques des encre
papier. Les écarts colorimétriques entre spectres mesurés et prédits sont détermin
l’espace CIELAB et rassemblés dans la Table 7.1. Pour mieux illustrer ces chiffre
figure 7.5 regroupe l’ensemble des spectres mesurés et prédits obtenus avec les
tillons cyan et jaune tramés par la méthode Bayer.

M 54 54×

1350 1350×

25 25×

270 270×

β

β 0.9=

p 2=

1280 1280× n 5=
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On constate que l’erreur de prédiction est inférieure à dans toutes les série
tels écarts colorimétriques correspondent à ceux obtenus avec d’autres méthod
combinent les modèles classiques en associant par exemple les équations de Neug
et celle de Clapper-Yule (voir [Kan94]). Notons que nos erreurs de prédiction res
supérieures à celles rencontrées avec les techniques cellulaires qui ne s’élèven

(voir paragraphe 3.7.3). Une analyse plus détaillée des écarts colorimétriqu
nous informer sur les sources d’erreurs.

Trame
Combinaison

d’encres
 moyen

Cyan-Magenta 4.86 5.48 11.04

Point centré (clustered) Cyan-Jaune 3.82 4.23 7.85

(33 niveaux) Magenta-Jaune 6.45 7.05 11.61

Cyan-Magenta 6.24 7.60 15.28

Bayer (257 niveaux) Cyan-Jaune 6.35 7.14 14.50

Magenta-Jaune 7.05 7.73 13.65

Table 7.1:Ecarts colorimétriques moyens, écarts quadratiques moyens et écarts max
dans l’espace CIELAB entre spectres mesurés et spectres prédits des échantillons tramé
més sur papier.

E∆ E∆( )2

i 1=

n

∑
n

-----------------------
E∆ Max

E∆

E∆ 7=

E∆ 3=
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Figure 7.5: Spectre de réflexion d’échantillons résultants de la superposition des films cyan et jaune
més par la méthode Bayer et imprimés sur un papier de haute qualité pour dispositifs à jet d’encre
niveaux d’intensité des films sont indiqués par des nombres entiers compris entre 0 (pour une couv
totale par l’encre) et 255 (pour l’absence d’encre). L’écart colorimétrique entre le spectre me
(ligne continue) et le spectre prédit (pointillé) a été calculé dans l’espace CIELAB.
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7.3.2 Analyse des résultats

L’analyse des écarts de prédiction montre que la principale source d’erreur n’es
imputable au modèle de prédiction. Pour illustrer notre propos, on considère les
échantillons cyan-jaune correspondant aux niveaux C=191, Y=255 d’une part et C=
Y=0 d’autre part. Le premier échantillon ne comporte qu’une couche tramée d’e
cyan. Le second est formé avec la même couche de cyan entièrement recouverte p
couche jaune non-tramée. Les spectres des deux échantillons ont été mesurés et re
tés dans la figure 7.6.

Nous avons vu lors de l’étude des encres de l’imprimante (voir figure 6.14) que, da
bande 600-700 nm, le cyan absorbe et le jaune est transparent. Ainsi, lors d’une su
sition d’encre cyan et d’encre jaune, seule l’absorption du colorant cyan modifie le c

Figure 7.6: Spectres de réflexion mesurés des échantillons cyan-
jaune C=191, Y=255 et C=191, Y=0 imprimés sur papier J21.
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ficient de réflexion entre 600 et 700 nm. Observant les deux spectres de la figure 7
constate que l’absorption dans la bande considérée est plus grande lorsque les i
cyan sont couverts de jaune.

Ce phénomène est causé par l’engraissement du point cyan dû au solvant de
jaune. Notre dispositif d’impression projette d’abord les gouttes cyan et ensuite les
nes. Dans l’intervalle de temps séparant l’arrivée des deux gouttes, l’impact cyan n’
séché et le solvant de l’encre jaune permet au colorant cyan de s’étaler un peu
l’intérieur du papier. On montre aisément que dans de telles conditions, à quantité
tante de colorant, l’absorption observée augmente.

Bien que le papier ait le même revêtement que l’un des transparents utilisé dans le
des antérieures, seules les prédictions sur papier présentent des erreurs importan
phénomène se produit également sur transparent mais l’écart colorimétrique eng
n’est pas aussi important. Rappelons qu’un rayon traversant un transparent parco
moyenne 2 fois son épaisseur, alors qu’un rayon réfléchi par un papier aura parco
moyenne 5 fois l’épaisseur du revêtement transparent. Le trajet parcouru dans le
étant plus long, le phénomène se trouve amplifié.

Notre simulation à l’aide de plans de pixels ne tient pas encore compte de cet en
sement du point imprimé, causant d’importantes erreurs de prédiction. Il faudra in
le phénomène d’engraissement dans la simulation avant de tirer une conclusion q
la validité de la méthodologie suivie. Pour l’instant, les éléments dont nous disposo
remettent pas en cause notre modèle.

7.4 Principaux résultats obtenus sur papier

Ce chapitre opère la synthèse de tous les outils que nous avons mis en place a
vant. On y regroupe les résultats obtenus pour les couches d’encres uniformes e
obtenus pour les imprimés tramés. Partant de la formulation matricielle, nous avon
en équations le système encres-papier et exprimé le phénomène de diffusion
lumière à l’aide du rayon d’action de celle-ci et d’une probabilité de diffusion. Conn
sant ces deux paramètres phénoménologiques ainsi que la géométrie de la
employée, l’ordinateur détermine la probabilité pour qu’un photon soit diffusé et ém
au travers d’une combinaison d’encres différentes de celle rencontrée lorsqu’il a pé
l’imprimé. Nous avons admis qu’après l’impression il n’y avait aucune interaction e
les différentes molécules de colorant et que la superposition de deux impacts con
un mélange des encres. En combinant ces informations aux propriétés physiqu
encres et du support papier, notre modèle prédit le spectre d’un échantillon polych
tramé avec une erreur moyenne de dans l’espace CIELAB. Notons qu’en pre
pour les paramètres de diffusion les valeurs correspondant à l’absence de diffusion
part et celles correspondant à une diffusion à grande distance d’autre part, nous
retrouvé respectivement les équations classiques de Murray-Davis et Clapper-Yule

E∆ 7=
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Les erreurs de prédiction sont supposées provenir d’un engraissement de ce
points imprimés, provoqué par la superposition d’une deuxième goutte d’encre su
goutte déjà imprimée sur le support. Cette hypothèse doit encore être confirmé
d’autres expériences, comme par exemple une coupe transversale du papier im
Elle donnerait plus d’informations quant à la répartition et au mélange des encres d
support. Toutefois, la prise en compte de ce phénomène d’engraissement devrait a
rer très sensiblement la qualité des prédictions.

L’outil théorique semble bien rendre compte du phénomène physique. Par contre
implémentation informatique pourra encore faire l’objet d’améliorations visant à d
nuer la taille des matrices à traiter sans sacrifier la précision des prédictions.



Conclusion 155

ons
ier lieu,
rimer
ion de
plus
dient

belka

t d’un
lka et
con-

sorp-
tégro-
mettre
ctres

ées sur
rreur

taire,
ite en

essai-
r les-
urface
e pré-
, nous
ncres

ée de
pport

intéres-
inter-

otre
ouver
sion,
tion.

par
ajeure
Conclusion

Partant d’un tour d’horizon des principaux outils de prédiction couleur, nous av
cherché à reprendre les idées sous-jacentes pour en opérer une synthèse. En prem
nous avons mis en place une nouvelle formulation mathématique permettant d’exp
dans un même cadre tous les modèles de prédiction classiques. De plus, l’utilisat
notre formulation simplifie les équations et leurs résolutions autorisant un regard
intuitif sur les systèmes étudiés. Nous avons traité en détail le cas des milieux à gra
d’absorption et de diffusion, qui mène, dans le cadre classique de la théorie de Ku
et Munk, à de lourds calculs algébriques.

En exprimant dans ce nouveau cadre des phénomènes faisant jusque là l’obje
traitement séparé, nous avons étendu le champ d’application de la théorie de Kube
Munk. La mise sous forme matricielle de l’équation de passage d’un dioptre nous a
duit à retrouver l’équation de Saunderson et d’expliquer les non-linéarités de l’ab
tion observées sur les papiers de haute qualité. En discrétisant les équations in
différentielles caractérisant la fluorescence d’une substance, nous avons pu les
sous forme matricielle et les introduire dans notre formulation. Grâce à cela, les spe
d’échantillons formés de couches uniformes de substances fluorescentes dépos
transparent ou papier peuvent être prédits avec une précision suffisante. L’e
moyenne de prédiction est d’environ .

Les couleurs produites à l’aide de trames introduisent une difficulté supplémen
puisque les couches d’encre ne sont plus uniformes. La première approche s’est fa
traitant les impressions sur transparent. Cela nous a permis d’établir les outils néc
res à l’étude des trames. On notera en particulier l’utilisation de plans de pixels su
quels sont tracés les impacts des gouttes d’encre afin de simuler l’état de la s
imprimée. Nous avons également généralisé la formulation de certains modèles d
diction de couleurs tramées, comme par exemple celui de Neugebauer. De plus
avons montré que pour des supports transparents l’information spectrale liée aux e
se sépare de l’information géométrique liée à la trame grâce à une transform
Laplace. Les spectres prédits s’écartent en moyenne d’une quantité par ra
aux spectres mesurés.

Les idées ainsi dégagées se sont avérées très utiles lorsque nous nous sommes
sés à l’impression sur papier. La synthèse des résultats antérieurs et une nouvelle
prétation probabiliste de la diffusion de la lumière ont conduit à la création de n
modèle de prédiction général. Toujours basé sur notre formulation, il permet de retr
comme cas particuliers la relation de Murray-Davis d’une part, en l’absence de diffu
et celle de Clapper-Yule d’autre part, dans le cas d’une diffusion à grand rayon d’ac
Les spectres calculés avec cette méthode présentent des déviations de l’ordre
rapport aux spectres mesurés sur les échantillons réels. Nous supposons que la m

E∆ 2=

E∆ 2.5=

E∆ 7=
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partie de l’erreur peut être éliminée par la prise en compte d’un phénomène parasit
pre à la technologie jet d’encre. Cette hypothèse devra être vérifiée à l’aide d’a
expériences. Il faudra également analyser l’état de mélange des encres dans le s
sachant que le spectre résultant en dépend. De plus, certaines étapes du calcul de
tion exigent de lourds traitements numériques qui pourraient faire l’objet de simpli
tions significatives sans perte de précision.

Notre nouvelle formulation nous a permis de regrouper dans un même modèle les
cipaux résultats classiques connus dans la littérature: loi de Beer, modèle de Kube
Munk, réflexions multiples, correction de Saunderson, fluorescence, modèle de N
bauer, Murray-Davis, Clapper-Yule, diffusion de la lumière dans le papier. On ar
ainsi à une vue plus synthétique et globale des systèmes étudiés. Notre modèle s
que à toute technologie d’impression, mais il doit être augmenté pour tenir compt
particularités de chacune.

Ainsi, partant des propriétés physiques des encres et du papier, on pourra rapid
calculer les spectres d’un millier d’échantillons qui serviront à construire une tabl
correspondance entre les consignes données à l’imprimante et les teintes reprodui
modèle servira également au développement de nouveaux jeux de tests, ainsi l’im
sion et la mesure d’un nombre restreint d’échantillons bien choisi permettront de re
ver les propriétés physiques des encres et du papier, sans faire appel à des instr
très sophistiqués.
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Glossaire

Absorption: Produit du coefficient d’absorption par la distance que la lumière parc
dans le milieu absorbant.

Canal: Portion d’angle solide à l’intérieur de laquelle on considère un flux
lumière (voir égalementflux).

CIELAB: Espace colorimétrique défini par la Commission Internationale de l’Ec
rage (CIE), dont les points sont repérés grâce à un axe de luminance
axe vert-magenta a* et un axe bleu-jaune b*.

Clustered: Terme anglais pour désigner les trames à points centrés.

Conversion interne: Relaxation non radiative d’une molécule passant d’un état élec
nique excité à un niveau vibrationnel de son état fondamental.

Dioptre: Surface séparant deux milieux d’indices de réfractions différents.

dpi: Abréviation dedots per inch, signifiant points par pouce. Unité couram
ment utilisée pour indiquer la résolution d’une imprimante.

Eclairement: Grandeur photométrique correspondant à la valeur locale du rapport e
le flux reçu  et l’aire réceptrice  (unité: ).

Effet de bande: Artefact produit par des trames ne disposant que d’un nombre limité
niveaux d’intensité. Le nom de cet effet est dû à l’apparition de ban
dans l’image tramée. Ces bandes correspondent au passage d’un n
d’intensité à l’autre.

Elément de surface: Désigne une très petite portion d’une surface. L’élément de surf
est souvent de forme carrée et ses propriétés physiques sont supp
constantes sur toute son étendue.

Encre primaire: Encre dont dispose le dispositif d’impression.

Epson: Fabricant de matériels informatiques (voirhttp://www.epson.com/ ).

Film : Couche d’encre tramée.

Flux: Valeur instantanée du débit de rayonnement (unité: watt). On consi
souvent le flux se propageant à l’intérieur d’un canal (voir égalem
canal).

Fonctions colorimétriques: Fonctions résultant de l’expérience d’égalisation des co
leurs monochromatiques (terme anglais: “matching functions”; v
[Gou91] pp. 12-19).

Fonction de phase: Fonction indiquant l’intensité relative diffusée dans chaque direct
de l’espace.

φrd ds W m2⁄

http://www.epson.com


158 Glossaire

it par

t en

ce a

té-

s un

ique

a la

par

in-
rap-
:

Inc.

et

ue

de

use
ours)
Fonction d’onde: En mécanique quantique, le comportement des particules est décr
une fonction appelée fonction d’onde.

Gretag: Fabricant d’appareils de mesure pour l’industrie graphique (voirhttp://

www.gretag.ch ).

HP: Hewlett-Packard, société américaine spécialisée en électronique e
équipement informatique (voirhttp://www.hp.com ).

Impact: Trace laissée sur le support lors de l’impression d’un point. Cette tra
souvent une forme très différente de celle dupoint.

Indice d’extinction: Partie imaginaire de l’indice de réfraction. Cette grandeur carac
rise l’absorption d’un milieu.

Indice de réfraction: Rapport entre la vitesse de la lumière dans le vide et celle dan
milieu donné .

Intensité lumineuse: Valeur locale du rapport entre le flux émis et l’angle solide
dans lequel il est émis (unité ).

Lambertien: Se dit d’un réflecteur diffus deluminance constante.

LightSource: Société produisant des instruments de mesure pour l’industrie graph
(voir http://www.ls.com ).

Ligne de résonance: Raie du spectre de fluorescence pour laquelle le photon absorbé
même fréquence que le photon émis.

Luminescence: Terme général englobant les phénomènes d’émission de lumière
fluorescence et par phosphorescence.

Luminance: On définit la luminance (ou radiance) d’une source d’aire dans le p
ceau d’angle solide , faisant un angle avec la normale de , le
port où est le flux émis par la source (unité

).

Mathematica: Logiciel de mathématiques produit par la société Wolfram Research
(voir http://www.wolfram.com ).

Matrice de densité de fluorescence: Matrice caractérisant les propriétés d’absorption
d’émission d’une substance fluorescente (voir paragraphe 5.3.1).

Miroir de Pritchard : Miroir percé d’un petit trou auquel on adapte une fibre optiq
pour mener la lumière à un détecteur.

Moment: On appelle moment d’ordre d’une variable aléatoire l’espérance
.

MPA : Société spécialisée dans l’impression digitale (voirhttp://www.mpa.ch ).

Phophorescence: Emission luminescente qui se manifeste par une émission lumine
persistant un temps assez long (quelques millisecondes à plusieurs j
après la fin de l’excitation.

n c0 c⁄=

dφ dω
W sr⁄

ds

dω θ ds

d2φ( ) ds dω θcos⋅ ⋅( )⁄ φ
W m2 sr⋅( )⁄

i X

Xi
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Pixel: Contraction de l’expression anglaisePicture Element, désignant un élé-
ment d’image souvent très petit.

Point: On réserve ce terme pour désigner le point d’une imprimante, c’est-à-
le plus petit élément de surface théoriquement adressable par le disp
d’impression. Les points sont souvent représentés par des carrés.

Polarisabilité: Rapport entre le moment dipolaire induit dans un atome ou une molé
et le champ électrique inducteur (unité: ).

Primaire (encre): Voir encre primaire.

Primaire (teinte): Voir teinte primaire.

-uplet: Ensemble ordonné de  éléments.

Quenching: Se dit de tous les phénomènes parasites conduisant à une forte dimin
du rendement quantique.

Radiance: Voir luminance.

Relaxation: Synonyme de désexcitation.

Rendement quantique: Fraction de l’énergie absorbée restituée par voie radiative.

Section efficace: Grandeur ayant les dimensions d’une surface.

Sihl: Société spécialisée dans le production de papiers et de supports d’im
sion spéciaux (voirhttp://www.sihl.ch ).

Stocks shift: Décalage entre la bande d’excitation et la bande d’émission d’une s
tance fluorescente.

Taux de couverture: Fraction de l’aire occupée par une encre.

Teinte primaire: Teinte dont on connaît le spectre.

UV: Abréviation d’Ultra Violet. Ensemble des rayonnements électromagn
ques de longueur d’onde comprise entre 1 et 400 nm.

Varian : Fabricant d’instruments d’analyse (voirhttp://www.varian.com ).

Wratten : Filtres de la société Kodak frabriqués à base de gélatine (voirhttp://

www.kodak.com ).

3M: Société de l’industrie chimique très présente dans le secteur des pol
res et des films de haute qualité (voirhttp://www.3m.com ).

F m2⋅

p p

http://www.sihl.ch
http://www.varian.com
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Formes générales:

Constantes scalaires ou fonctions scalaires.

Primitives des fonctions .

Vecteurs.

Matrices.

Constantes et fonctions définies:

La quantité est l’aire de la surface couverte par une densité sur
que  de colorant.

Matrice identité.

Flux descendant dans la théorie de Kubelka et Munk.

Flux ascendant dans la théorie de Kubelka et Munk.

Coefficient d’absorption dans la théorie de Kubelka et Munk.

Primitive de  dans la théorie de Kubelka et Munk.

Moment d’ordre  d’une variable aléatoire.

Nombre d’Avogadro: .

Histogramme des combinaisons d’encres voisines de la combinaison

Fraction des voisins de la combinaison d’encres qui sont couverts p
combinaison .

Probabilité de diffusion du canal  vers le canal .

Coefficient de réflexion interne.

Coefficient de réflexion de Fresnel d’un rayon arrivant avec une incide
sur le dioptre qui sépare le milieu amont d’incide de réfraction

milieu aval d’indice  (voir paragraphe 3.3.1).

Coefficient de réflexion en surface.

Coefficient de diffusion dans la théorie de Kubelka et Munk.

Primitive de  dans la théorie de Kubelka et Munk.

Rendement quantique d’une substance fluorescente.

a b … z, , ,

a b … z, , , a b … z, , ,

a b … z, , ,

A B … Z, , ,

a q( ) a q( )dq

q
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K
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ml l

N A 6.022 1023⋅

N l( ) l

N l k;( ) l
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Epaisseur de la couche diffusante dans la théorie de Kubelka et Mun

Histogramme des aires occupées par les différentes densités de colo

Probabilité pour qu’un photon soit diffusé dans le support.

Fonctions mathématiques:

Indique la classe d’une fonction. Une fonction est dite de classe si
est  fois dérivable et si sa dérivéème est continue.

Nombre de combinaisons de éléments parmi éléme

.

Fonction de Hankel de seconde espèce et d’ordre .

Fonction de Bessel de première espèce et d’ordre .

Transformée de Laplace de la fonction : .

Logarithme naturel.

Logarithme de base 10.

Polynôme de Legendre de première espèce et d’ordre . Ces polynô

sont donnés par la relation .

Plus grand commun diviseur de  et de .

Plus petit commun multiple de  et de .

Fonction (ou distribution) de Dirac.

Fonction porte qui prend la valeur sur l’intervalle ouvert et
partout ailleur.

Produit de  termes de forme générale .

Produit de convolution.

X

α

β

Ci Ci

i i

m
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  n m
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