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Résumé 1. Introduction

Parmi les modéles de prédiction couleur courants, celui Plusieurs modéles phénoménologiques décrivent avec
de Kubelka et Munk occupe une position centrale. Erdes succes divers I'absorption et la diffusion de la lumiére
dépit de son caractere phénoménologique et de sa simptians les milieux homogenes. Le plus répandu considere
cité, il conduit a des résultats intéressants, et est toujoudeux flux de lumiere se propageant en sens opposés. Dans
employé dans les systémes d'aide a la formulatioda littérature, on le rencontre sous le nom de la théorie de
d’encres, de peintures et de teintures. Aprés un bref rapp&lubelka et Munk [Kub31]. Historiguement, les auteurs
du modéle, une nouvelle formulation mathématique baséeherchaient un moyen simple de prédire la luminance
sur une écriture matricielle sera présentée. On montredun revétement blanc couvrant une surface plane ayant
gu’elle permet une manipulation plus aisée des équationsn coefficient de réflexion quelconque. Le raisonnement
et une meilleure compréhension. Grace a cette nouveligouvant s'appliquer pour chaque longueur d’'onde séparé-
écriture, on retrouve avec une grande facilité toutes desent, le résultat s'étend aisément au spectre visible et
relations dérivées du modéle (formulaire de Kubelka etlonc aux couleurs.

Munk). D’autres résultats remarquables tels que la correc- On considére un revétement d’une épaisseur  sur une
tion de Saunderson peuvent également étre traités dansderface infinie afin de pouvoir négliger l'influence des
méme cadre. La nouvelle formulation permet égalemenords. Soient(x) un flux lumineux descendanf(@) un
I'extension du modeéle de Kubelka et Munk aux systéemedlux lumineux ascendant a l'altitude . Onndte la frac-
plus complexes. On détaillera le cas des encres fluorescetien du flux lumineux qui est absorbée (coefficient
tes imprimées sur papier. Partant d’'une analyse du phénd-absorption) etS la fraction du flux qui est diffusée
meéne de fluorescence, une extension de la loi de Beer sef@oefficient de diffusion). Le modéle suppose que les
présentée. Ce résultat, une fois introduit dans le modéleoefficients d'absorption et de diffusion ne varient pas
étendu de Kubelka et Munk, permet de prédire les speaans la couche étudiée. En faisant le bilan des flux traver-
tres de réflexion observés sur des échantillons fluoresant une couche infinitésimale d'épaissdur  se trouvant
cents. a l'altitude x , on aboutit a un systéme d’équations diffé-
rentielles linéaires a coefficients constants. La traversée de
A la couche infinitésimale s’accompagne pour le flifx)
d'une diminution des quantitéK j(x)  par absorption et
X Sj(X par diffusion, mais également d’'une augmentation
/ de Si(X , la fraction du fluxi(x) diffusée lors du passage
( *i(x) ( de la couche d’épaisseuwtx . Le méme raisonnement
\ s’applique au fluxi(x) , en faisant attention a I'orientation
X dx de l'axe desx , pour aboutir au systéme suivant:
\ * i(X \ .
\ I \ 909 = (k +9ji(9-5K%

(|
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)~ _(k +5)j(x) + SR
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Figure 1: Un milieu diffusant d'épaisseuX repose sur un La r?'so_lutlon mathématique de ce systeme est‘présentée

support de réflectanc . Le milieu diffusant est découpé da_“_‘s I_art|cle de KUbe.Ika eJ,[ Munk ([KUbs.l])' Apre§ Sim-

en tranches paralléles infinitésimales d'épaissaxr . onPlification de la solution générale, on fait apparaitre des

considére alors deux flux, 'un descendant noté et I'autre grandeurs mesurables en plus des coefficients phénomé-

ascendant notg . nologiquesK etS . La solution finale se présente alors
sous la forme condensée suivante:
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1-R, Qa-bkoth(bSX)
= 9 : _ |S+K =S
a— R, + b (Coth(bSX avec Posons la matrict = { s (st Kj

_ (S+ K - [@2_
a K et b a-1 2 La solution de I'équation différentielle (6) est donnée

ou R, désigne la réflectance du support sur lequel le revé®’ lexponentielle de la matridd  (voir [Ave91] p. 52):

tement repose. D’autres relations similaires et issues dur. i(%,) (%)

méme calcul sont données dans la littérature (voir [Jud75] {'(X)} = exg(x—x)M]| V| = P u} O o (7

p. 428). On noteR,, la réflectance limite lorsque I'épais- | J(X) j(Xo) v W] j(X)

seur du revétement tend vers l'infini. L'étude de I'équa- ) o R

tion (2) montre qud?m ne dépend que du rapporﬂ@e out ,u,Vv etw sontdes fOﬂCtI_O_nS C_ie |’ep£’iISS‘eUI’ du r:eVe'

sur S (voir [Jud75] pp. 422-423) et on aboutit & la rela-tementX = (x— X)) . La condition imposée a l'abscisse

tion: Xo = 0 par laréflexion du support esi(xq) = Ryi(X)

En introduisant ce résultat dans I'équation (7), on arrive a

exprimerj(X) en fonction dé(X)

K _ (1_Roo)2 (3)
S 2R, . v+ wR
, | - \ i) = Rt 0 ®)
Cette derniére relation est & l'origine du succes du uRy

modeéle de Kubelka et Munk. Sa relative simplicité I'a

N X - . = Par définition, la réflectancB  du revétement d'épais-
rendu trés populaire dans l'industrie des colorants et pig,

ments SeurX est égale au rapport enj(X)  i@¢t) , d’'ou:
Notons que I'on peut relier le coefficient d’absorption Ve W

K a I'extinction spectrale(A) de la loi de Beer. La prin- R = R ©)

cipale différence entre les deux approches réside dans les t+uRy

caractéristiques de la source de lumiére. Le modéle de Détaillons le calcul de I'exponentielle de la matrice afin
Kubelka et Munk suppose une source parfaitement diffuse, . P fonction d tant
respectant la loi de Lambert, alors que dans le cas de la | lexpnmey t,u,v et'ﬁw _€n fonction els constantes
de Beer on suppose une lumiére collimatée. On démont absorptionK et de diffusio  ainsi que 'épaissexir

(voir [Kub48]) par un calcul de photométrie la relation e la couche etud|eeA. L
lant K ete(h) : Calculons le polynéme caractéristique de la matvce

K = 2In10CE k() @) P(A) = det M—Ald) (10)
ou c est la concentration des particules absorbantes dans
le milieu. (K+S)—A =S
Le coefficient phénoménologiqu8  se relie de fagon =
analogue aux grandeurs physiques (voir [McD97] p. 297): S —(K+9-A
= \*—2KS-K?

S = In10 ETRY i (M) ®)

\ 2 . . . . ,
ou TR Xqi¢(A) est la section efficace de diffusion d'une  pisque par définitiok €6  sont deux réels positifs,
particule diffusante de raydR A e .

le polynbme caractéristiqu®(A) admet deux racines

réelles a, = JKZ+2KS et o, = — K?+2KS . Le

polyndme P(A) se factorise alors de la fagcon suivante:

P(A) = (A—a;) (A —a,). Les vecteurs propres asso-
Le probléme de Kubelka et Munk, que nous avons préeiés aux valeurs propres vérifient respectivement les équa-

senté au paragraphe 1, peut étre traité grace a une nouveiilens suivantes:

formulation matricielle. En effet, le systéme d’équations

différentielles (1) faisant intervenir le fluxx)  descendant

et le flux j(x) montant peut se mettre sous forme matri- (M —a,ld)e, = 0 et (M-a,ld)e, = 0 (11)

cielle comme le montre I'équation (6). Rappelons dlie 0 0

est le coefficient d’absorption & le coefficient de diffu- o o
sion. Pour mettre en évidence les avantages de la formula-On en déduit que les vecteurs propegs  associés a la

2. Nouvelle formulation du modéle de
Kubelka et Munk

tion matricielle, la résolution va étre présentée de facowaleur propre o, vérifient I'équation
detaillee. (K +S—.J/ K2+ 2KS)x = Sy, et que les vecteurs propres
e, Vvérifient pour leur par{K + S+ ./ K>+ 2KS)x = Sy .
di(x) Choisissons deux représentants de ces ensembles:
ax | _ {s+ K -S } D{i (x)}
. = . (6)
dj(x) S (St K| [ix)
dx



cul de l'exponentielle d'une matrice diagonale avec
1 Xg = 0 etx = X:

€7 |k +s5-./K2+2KS
S

- - 1z eebm) = v SROXD Oy (14)
- _ 0 exp[a,X]
1
€ = K+S+./K2+2KS =V exp[bSX 0 V—l
I S | 0 exp[-bSX

. o . . .. La forme donnée dans I'équation (14) est compacte et
Pour alleger P'ecriture, on introduit, comme dans la it simple a manipuler. Elle montre que la formulation matri-

trature  (voir  [Jud75] . 429), les ConStamescielle autorise une manipulation plus aisée de notre pro-
a=(K+9/S et b=.Ja2-1. A présent, on peut P P b

: . léeme. Pour faire le lien entre cette expression et le
construire la matrice de passagé e VeCteu'Jf%)rmulaire classique lié au modéle de Kubpelka et Munk
colonnes sont les vecteues @&t V. admet une matric d '

. , -1 . éveloppons le produit matriciel de (14).
inverse que I'on not&/ = . On donne leurs expressions e . s .
fonction dea et déb En substituant les coefficients de la matrice (15) dans la

relation (7) et en effectuant le calcul de I'expression (9),
on retrouve la solution générale du modeéle de Kubelka et
V = 1 1 ot V1 = 1| (a+b) -1 (13) M_unk telle quelle a été, introduite au’para_graphe 1. La
(a—b) (a+ b) 2b (a-b) 1 mise en facteqr au numérateur et au d.enomlnateur des ter-
mes exponentiels de la relation (15) fait apparaitre la fonc-
A ce stade du calcul, I'expression dexd (x — %)M] tion cotangente hyperbolique.
se simplifie considérablement puisqu’on se raméne au cal-

explXM] = {t u} _1 {(a+ b)exp[bSX] — (a— b)exp[-bSX] exp[-bSX] — exp[bSXN as)
vw 2b exp[bSX — exp[—bSX] (a+ b)exp[-bSX] — (a—b)exp[bSX

_ exp[bSX — exp[-bSX] + ((a+ b)exp[-bSX] —(a—b)exp[bSX)R, _ 1R (a—b coth(bSX)
~ (a+b)exp[bSX —(a—b)exp[-bSX] + (exp[-bSX] —exp[bSX)R, = a—R,+b coth(bSX

(16)

A présent, nous sommes en mesure de reconstruireNotons encore deux autres cas importants dans le cadre
I'ensemble du formulaire lié au probleme de Kubelka etde la théorie de Kubelka et Munk. Dans le premier, la
Munk sur la base de I'écriture matricielle. Il suffit de con- réflectance du support est nulg, = 0 . L'équation (16)
sidérer dans chaque cas la forme particuliére que prend & simplifie et donne la réflectance noe
relation (15). Un cas intéressant est celui de la couche
d’épaisseur infinie. Lorsqui  devient tres grand, les ter- _  _ exp[bSX — exp[-bSX]
mes exd—bSX] vont tendre vers O puisqgbe @t sont Ry = (a+ b)exp[bSX — (a— b)exp[-bSX]
des quantités positives. La relation (15) s'écrit alors: 1

(20)
~ a+ bcoth(bSX

Dans le second cas, on désire connaitre la réflectance
exp[XM] = —|(@*D)exp[bSX  —exp[bSX notéeR, lorsque le support est un réflecteur diffus parfait
2b|  explbsX] —(a—b)expbSX| (R, = 1):

7

Pratiquement, une couche est considérée d'épaisseur 1—a—b coth(bS®
infinie si le flux descendant de lumiére est nulle en R, = a+ b coth(bSY (21)
x = 0, d'ou la conditioni(0) = 0 ((0) #0 ). En intro-
duisant ceci et I'expression (17) dans I'équation (7), on La formulation matricielle a permis de recalculer les
aboutit a: équations de Kubelka et Munk en faisant appel a des tech-
niques algébriques simples et bien connues dans la littéra-
ture. En particulier, on s’est affranchi de lourdes

R, = W= Z(a-bjexplbsy _ . _, (18) Manipulations d’analyse mathématique. Retenons de ce
u —exp[bSX paragraphe la méthodologie en quatre étapes: la mise des
2 équations sous forme matricielle, la diagonalisation de la
_ K K K . ; ; :
=1+=— —+2§ matrice, le calcul de I'exponentielle de matrice et le
S g regroupement des termes conduisant au résultat final.

qui est I'expression de la réflectance d’'une couche infini
(voir [Jud75] p. 423), plus connue sous la forme donnan
K/S en fonction deR,

ous l'avons appliquée a un cas simple afin de bien saisir
outes les articulations du raisonnement.

(1-R,)
2R,

K
3 (19)



3. Les réflexions multiples totale. La valeur d8 est calculé par la loi de Descartes:
nsinf = ng, sin(r/2) = 1. Ainsi une grande partie de

Le passage d'un dioptre (discontinuité de l'indice dela lumiére est reflétée sur la surface interne du milieu
réfraction) s'accompagne toujours d’une réflexion parmatériel: poum = 1.5 ona; = 0.6 .
tielle de la lumiere incidente. Dans un milieu materiel, ce Le calcul de la réflexion de surface  en éclairage dif-
phénomene est la cause de 'apparition de réflexions mufus se fait de fagcon similaire en remplacant,(6) par
tiples internes qui augmentent le trajet de la lumiére danqs1 () dans la relation (23).
le milieu. Ces réflexions multiples introduisent ainsi une "Afin de modéliser le phénoméne des réflexions multi-
deéviation entre le coefficient de réflexidh  observe et leples, on procéde a un bilan des flux au niveau du dioptre
facteur de reflexion diffus®, qui serait observe s'il n'y (voir figure 3). On écrit les relations existant entre les flux
avait pas de discontinuité de l'indice de réfraction. C'estincidenti et émergent au-dessus du dioptre et les flux
en particulier le cas des échantillons recouverts d’'un verincidenti(X) et émergeni(X) sous la surface du dioptre.
nis comme sur la figure 2. Afin de tenir compte de ce phéte bilan conduit au systéme d’'équation suivant:
nomeéene, Saunderson a proposé la correction suivante

(voir [Sau4?2] et [Gru80] pp. 307-308): g(x) = (1-r)i+r,|(X) o0
o AorIA-N)R, @2 O =rsi+(1-r)i(X)
Pt 2o
1-riRy ou rg est le coefficient de réflexion en surfaceret  le

ol re des|gne le coefficient de réflexion Specu|a|re moyeﬁoefﬁClent de réflexion interne du milieu pour un éclaire-
de la lumiere diffuse incidente at. le coefficient de mentdiffus. Sil'on metle systeme (24) sous forme matri-

réflexion moyen de la lumiére diffuse sur la face internecielle, on obient:

du dioptre.
| 1 i
Air \ I/. H _ 1-rg 1-rg P(X)} (25)
e J s R Tirs 0 LX)
Milieu transparent y 1-r1s
d'indice de réfractiom / | . i i ) .
, \ La matrice carrée de I'équation (25) caractérise le pas-
Substrat réflecteur sage du dioptre et introduit dans notre modélisation
diffus l'influence des réflexions multiples.
Figure 2: Réflexions  multiples j
dans la couche transparente. Ooooooogood
Judd a calculé les facteurs de réflexion interne et de ' rd o (1-r)i(X)
surfacerg pour toute une gamme d’indices de réfraction Air l /
du milieu matériel (voir [Jud42]). Le facteur de reflexion
interne correspond en fait & la moyenne des facteurs debioptre
réflexion i~ n(e) donnés par les relations de Fresnel
pour une incidence d’ angl@ sur un dioptre séparant le mg%;iel (1-ryi rij(X) T i)
milieu amont d’indice de réfractiom; du milieu aval gindice n
d’indice de réfractionn, (voir [Cal98] pp. 45-50). Sous oo o o o o o o
I'hypothése d'un éclairement diffus respectant la loi de i(X)
Lambert, les, ,(8) doivent étre pondérés par l'intensité
relative de la iumiére diffuse dans la directiéh (voir
[Kor69] p. 108). Lorsque la lumiére passe d'un milieu Figure 3: Bilan des flux incident et
d’indice de réfractiom al'air d’indice de réfractiadh |, le émergent du dioptre.
coefficient de réflexion interne moyem  est donné alors
par. Dans le cas particulier d’un milieu purement absorbant

en contact optiqgue avec un réflecteur diffus parfait de

g 10l réflectanceR, , la solution du probleme de Kubelka et
J'o %n 1(6) q—ae%ﬂ Munk est donnée par:
r = (23)
J—zgl 0l g {i(X)} _ {exp[KX] 0 } D{i(oﬂ (26)
009 i) 0 exp[-Kx] i(0)
E En remplacant I'expression (26) dans la relation (25),
= Iz(rn 1(0) [5in26)do6 on est en mesure de calculer la réflectance du systéme:

Rz L = +(1—ri)(l—rs)Rgexp[—ZKX]
Rappelons que les rayons ayant une incidence supé- T T s 1-1;R,exp[—2KX]
rieure a un angle limit3  sont soumis a une réflexion

(27)



La relation (27) ainsi obtenue correspond a la correctiotransition entreE; et I'un des niveaux vibrationnels de
de Saunderson appliguée a un milieu pour lequel'état fondamentalE, (voir figure 4 (c)). L'excés d'éner-
Ry = Ryexp[-2KX] (voir équation (22)). gie vibrationnel par rapport B, est & nouveau perdu par
Rappelons que I'équation (25) n’est valide sous cett@in processus de relaxation vibrationnelle. Pour quantifier
forme que pour un éclairage diffus et un dispositif del'énergie émise par fluorescence, on introduitréede-
mesure opérant une intégration sur I'ensemble de laent quantiquejui est la fraction d’énergie restituée par
lumiere reflétée. Lorsque la mesure s'opéere avec une géweie radiative.
métrie 45°/0°, il faut introduire des termes de correction La bande de longueurs d'onde des radiations absorbées
dans la matrice de I'’équation (25) (voir [Em98a] p. 77). par les molécules constitue le spectre d'excitation. Ce
spectre est constitué des raies correspondant aux différen-
ces énergétiques entre les niveaux vibrationnel&de et
4. La fluorescence I'état fondamentalE, . Rappelons que I'absorption d'un
photon de longueur d'ond®  correspond & une transition
La fluorescence est une forme tres particuliere de diffuénergétique deAE = (hc)/A , oh  est la constante de
sion de la lumiere qui s’accompagne d’'un changement dBlanck etc la vitesse de la lumiére. Le spectre d’émission
fréquence (voir [Sko92] pp. 604-613 et [McQ97] pp. 592-par fluorescence (ou spectre de fluorescence), pour sa part,
595). Pour introduire les notions de base, considérons urge constitue des raies correspondant aux transitions entre
population de molécules théoriques ayant deux niveaukétat électroniqueE; et les niveaux vibrationnels de
électroniquesE, (état fondamental) E{ (etat excite)l'état fondamentalE, . La multitude des raies dans les
Chaque niveau électronique possede plusieurs niveaweux spectres est souvent difficile a résoudre et leur donne
vibrationnels (voir figure 4). Les photons d'une lumiérel'apparence de spectres continus. Notons que le spectre de
polychromatique incidente vont exciter nos moléculedluorescence est constitué de raies moins énergétiques que
théoriques qui sont dans |'état fondamerig! et qui vonte spectre d’absorption. Ce décalage des longueurs d’onde
peupler temporairement les niveaux vibrationnels de I'étaporte le nom deStokes shiftll existe un cas trés particu-
excité E; (voir figure 4 (a)). lier pour lequel le photon absorbé a la méme énergie que
le photon réémis; la raie correspondante est appigiée
de résonance
(a) Absorption  (b) Relaxation  (c) Fluorescence L@ forme du spectre d'émission ne dépend pas du spec-
non radiative tre de la source de lumiére, mais uniquement des probabi-
litéts de transition entre l'étatE; et les niveaux
vibrationnels deE, . Par contre, son amplitude varie pro-
1 1 1 portionnellement avec la quantité d'énergie absorbée.
Souvent, le spectre d’émission ressemble au symétrique
par rapport a la ligne de résonance du spectre d’excitation.
Cela est di au fait que les différences d’énergie entre les
niveaux vibrationnels sont quasiment les mémes pour
0 0 0 I'état excité E; et pour l'état fondamentdE, (voir
[Per95] p. 204).
. L'expérience montre que la fluorescence est favorisée
L’|gne de dans les molécules rigides contenant des cycles aromati-
resonance ques (voir [Vol94] pp. 549-593), comme par exemple la
. Rhodamine 6G. Ceci se congoit aisément puisqu’une
Figure 4: Diagramme énergétique de () 'absorption, (b) 12 molécule rigide a moins de possibilités de se relaxer par
relaxation non radlatlvg et (c) 'émission quorescente., Notopsun processus non radiatif. En fait, plus la probabilité d’une
gﬁ?lgcr)#ér;aelg::r;ig résonance, les photons absorbés et €MBlaxation non radiative est faible, plus le rendement
' guantique sera €élevé. Ainsi, une augmentation de la visco-

L'état vibrationnel excité a un temps de vie trés court deS|te d’'une solution fluorescente induit une augmentation

) —15 . ) ; _ S
I'ordre de 10 seconde. Ainsi, les molécules perdenldu rendement quantique. Dans le cas particulier des

rapidement leur énergie vibrationnelle et se retrouvent gncres, la substance liquide est souvent moins fluores-

I'état électroniqueE, . Ce processus de désexcitation (oﬁﬁmeorqtur? i((:jeellgr:[nrggmse((ajec?jrelersésm doelteli(:buelisé ﬂ,)é(\eceosnil;ign
relaxation) se fait sans émission de photons, par collisiof“PP 9 9 : !

avec les molécules voisines auxquelles I'excés d'énergi ne augmentation de la température du milieu conduit a

est transféré. Cela induit une légére augmentation de fdne plus forte probabilité de relaxation non radiative due

température du milieu. Le temps de vie de I'état d'excita-2UX collisions avec d’autres molécules et on observe une

tion E, varie entrel0 © e0 _secondéyla deux pro- dIrli];nflljltjlgrneg(?elr?c]luggtasucr? n(k:1eé.noméne rapide; il faut entre
cessus par lesquels les molécules peuvent retourner ¢ P pIde,

P ) . L : 0.1 et 10 nanosecondes pour qu'une molécule retourne a
I'état fondamental. L'un est appet®nversion interngil ” . ,
s’agit d'une relaxation non radiative (sans émission dé etat fondamental ([Sal91] pp. 454-456). |l arrive qu'une

photons)dont es mécanismes ne sont pa bien connus, IS SO PIEGSe S un Teay energie hiee
transition énergétique se fait alors entre I'é&t et le ’

plus énergétique des niveaux vibrationnels de I'état fonda";rggtdi'rﬁisaf’gé !sae Eﬁcaﬁgurzsqﬂﬁqgﬁuz ré:g;is\/’elrierﬁﬁgrz a
mentalE, (voir figure 4 (b)); I'énergie ainsi perdue con- ouvant aller d'une cinilligeconde a pIusieurs jours O?w
tribue a augmenter la température du milieu. Lautre? P l :

processus de relaxation est la fluorescence. Il se prodLﬁf’iArl?O?lgrignﬁgﬂfg:gﬁsf;eggﬁ] ortement des substances
par émission d’'un photon dont I'énergie correspond a If;} : , 1€ comp # -
luorescentes n’est plus linéaire. Linteraction entre les
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molécules devient alors trop importante et modifie leurgpar deux. Alors, la variation d'intensité due a I'émission
propriétés. La température, I'acidité, 'oxygene dissous emst:
solution et les impuretés réduisent également le rende-
ment quantique et donc la fluorescence. Ces phénoménes (28)
sont appelés phénomeéne nching _Q

Parrﬁiples :Epplications Sg(i;ela fluorescence, notons sa de,(A. ) = 2 Df()\)U(ZIn 10)g( e, x)du}dx
mise a profit pour améliorer la blancheur du papier. Lors A
de sa fabrication, des substances chimiques fluorescentes I'intégrale entre crochets multipliée pdx  désigne la
appelées azurants optiques Iui sont ajoutées. Elles absamantité d'énergie absorbée dans la bande d’excitation.
bent les rayonnements ultra-violets et réémettent dans laéquation (28) permet de donner la forme différentielle
zone bleue du spectre visible. Il existe également degui généralise la loi de Lambert-Beer:
colorants fluorescents utilisés dans certaines encres pour
les rendre plus lumineuses (voir [Gru80] p. 237). do(h, %) 29)

5. Modeéle de fluorescence pour un = (2In10)c E[—s()\)(p()\, X) + % Df()\)l's(u)(p(u, x)du}dx
milieu transparent

Nous allons présenter une extension du modéle d€ette équation peut se simplifier puisqu’en pratique, nous
Kubelka et Munk qui intégre la fluorescence (voir [Em97]découperons le spectre en un nombre fini de bandes de lar-
et [Em98b]). Dans un premier temps, nous construirongeur AA . Lintégrale se transforme alors en une somme
un modele pour la transparence qui conduira & un#nie et on obtient la relation (30), ou l'indice  parcourt
méthode de prédiction a un flux. Dans un second tempgensemble des bandes du spectre.
nous passerons du modeéle a un flux a un modele a deux

flux que I'on appliquera aux prédictions de la fluorescence _
en réflexion. de(A;, x) = (2In10)c (30)
o oo 9 + 30D 5 o0 )an; 98 ox
-+ i
#¢ En écrivant I'équation (30) pour chaque bande, on
ol +d obtient un systeme d'équations différentielles a coeffi-
® ~ ¢+ao cients constants qui peut étre mis sous forme matricielle.

_> | — Pour simplifier I'écriture, posons

% Kij = s()\j)f()\i)A)\Q/Z. On obtient alors I'équation
. matricielle (34).
T Puisque les photons émis par fluorescence ont une lon-
gueur d'onde supérieure a celle des photons absorbés, on
Figure 5: Absorption et émission des akK;; =0 pourA;=A; et par conséquent la matrice de
molécules fluorescentes contenues dans I'équation (34) a une forme triangulaire. Notons que pour
une couche d'épaisseur infinitésimale. une substance non-fluorescente, la mathte est diago-

nale, et les éléments diagonaux correspondent aux coeffi-

Considérons une couche infinitésimale d'épaissisar cien}s d'gxtinctions des bandes spectrales respectiyes.
! u " nninitest pal _ L'équation (34) est du typd®/dx = —cM 0P , o

d'un milieu transparent qui contient des molécules fluo . i ane®t | ¢ | dont |
rescentes. On noteefA)  le coefficient d’extinction spec®St UNe matrice constante € vecteur colonne dont 1es

trale de la substance fluorescente @t son rendemeﬁ?mploi.ames,SC,’"“(I)\l' Xt)d 'I"‘]P()‘n' X) - I?Aar %olnsé%uze!ﬁt
quantique dans ce milieu. Dans le cas du milieu transpa>® Solution générale est de la forme (voir [Ave91] p. 52):

rent, on ne tiendra compte que de la lumiére qui se pro- :

page dans le méme sens que la lumiére incidente, d’ou le @(d) = exp(-Mcd) [3p(0) (31)

nom de modele a un flux. o Le vecteurd®(0) est le spectre de la lumiére incidente et
Le flux de la lumiére incidentep est soumis & uneq(d) le spectre de la lumiére émergente d’une tranche

variation d¢ qui présente deux composantes. La preg'épaisseud du milieu fluorescent. La matride  prend
miére,d@,(A) , est due a I'absorption de la lumiére par leg|ors |a forme suivante:

molécules fluorescentes, d'apres la loi de Bouguer-Lam-
bert-Beer et son extension pour [|'éclairage diffus:

do,(\, X) = —(2In10)ce(\)@(A, x)dx . La seconde com- e(Ay) 0

posanted@,(A) , correspond & la lumiére émise par fluo- M = 2In10 0 (32)
rescence. Seule une fracti@h  de I'énergie absorbée dans

la bande d’excitationA est réémise par les molécules —Ki, | e(An)

fluorescentes sur I'ensemble de la bande d’émission. On ] ] o

note f(A) le spectre d’émission normalisé dont I'intégra- Soit g le produit de la concentration  par I'épaisseur
tion sur I'ensemble du spectre donne 1. Etant donné quéu milieud . Cette nouvelle grandeur a la dimension d'un
I'émission se fait de facon isotrope et que I'on ne tienthombre de molécules par unite de §urface. Aprés change-
compte que de la lumiére se propageant dans le sens deMgnt de variable, la solution (31) s’écrit:

lumiere incidente, il faut diviser le rendement quantique
®(a) = exp(-Maq) [3(0) (33)



(A, X)| ) ]
dx 7<p(7\1, X)|
de(A, X)| = _ocin10 (p()\.j, X) (34)
dx
B0 ) | P(Ap, X)|
L dX -

Cette solution, de par sa similitude avec la loi de Lam- Pour simplifier I'écriture de la matrice de densité de
bert-Beer, généralise la notion de densité et I'étend auKuorescenceM , nous proposons de ndter  la matrice
substances fluorescentes. C’est pourquoi nous appellerodggonale correspondant aux termes d'absorptioR, et  la
M lamatrice de densité de fluorescence matrice triangulaire inférieure correspondant aux termes

A partir de I'équation (33), on détermine la transmit- de fluorescence. AinsiM  égale la différence d'une
tance internel;(A) d’un film fluorescent d'épaisseur emmatrice diagonalé et d’'une matrice trianguldire
calculant pour chaque bande spectrale le rapport
o\, 9)/ @A, 0),ou@A, g etpA, 0) sontles composan-
tes respectives d&(q) @40)

M =A-F (36)

_ @A, 9
TiA) = or 0) (35)
e(Ay) 0 0
2In 10 ’ 0 - ' O

0 e\ | Kij

o

6. Modeéle de fluorescence en réflexion

o
I o

Le modele de fluorescence pour milieu transparent, que
nous avons mis en place au paragraphe 5, constitue une €(Ay) 0
extension de la loi de Beer. En procédant par analogie - 5|n10

A O

avec le modéle de Kubelka et Munk, nous allons cons-
truire un nouvel outil de prédiction de la fluorescence en K e(A,)
réflexion (voir [Em98b]). Comme pour le modeéle a deux ) -
flux, nous considérons un flux descendant noté et un Considérons un systéme forme d'un milieu transparent
flux ascendant notg . De plus, le spectre visible est subdfluorescent en contact optique avec un réflecteur diffus.
visé enn bandes de larged . On adopte la notatiofFe Systeme modélise un papier de qualité. Nous pouvons
i(\,, X) (respectivemeni(\,, x) ) pour designer la bandeconstruire la matrice de fluorescenge _correspondar)t au
de longueur d'onde centrale,  du flux descendant (reghilieu transparent ayant une concentraton  de molécu-

pectivement ascendant) a la position . Le vecteules quoresceptes. On anettra que le subst(at se comporte
colonne contenant leig\, x) polr<l<n  se note ,comme un réflecteur diffus respectant la loi .de Lambert,
et le vecteur colonne contenant igs,, x) se fote _dont la réflectance est modélisée par la matrice cdRige
de dimension nxn . On a alors la relation
j(0) = Ry(0) liant les flux ascendant et descendant.
. . . Dans le cas d'un réflecteur pur, la matri est diago-
| j+dj nale; si le substrat contient des substances fluorescentes

telles que des azurants optiquéy, devient une matrice
triangulaire inférieure.
A I'image du modéle de Kubelka et Munk, nous décou-

Ry % DO N o pons le milieu transparent contenant les substances fluo-
AN . AN W e N AN N dx v oo e . .

X % LV ¢ ES rescentes en tranches d'épaisseur infinitésinthte ; le
substrat se trouve a l'altitude = 0 . On admet que les
tranches sont d’extension infinie, ce qui implique qu’en

i +di j pratique on se placera toujours loin des bords afin de

négliger leur influence. Le systéeme étudié est représenté
dans la figure 6.

Un flux incident sur la couche infinitésimale subit,
Figure 6: Absorption et émission dans une couche fluores- d’'une part une atténuation due a I'absorption, et d'autre
cente infinitésimale dans un modele a deux flux. part se voit augmenter d’une partie du rayonnement émis
par fluorescence. Rappelons que la fluorescence se fait de



facon isotrope, ainsi 50% de I'émission va dans le sens du

flux incident et le reste en sens opposé. Le iR dimi- 1 d i Id

nue de la quantit€Aj(x)dx et regotFj(x)dx , soit la il _ [1-rg 1-rg i(X)

moitié de la fluorescence qu'il produit dans la tranche, - . (41)
inei A i J I's Mif's J(X)

ainsi que la moitié de la fluorescence produite par le flux Id %l'_ri - Eid

i(X), cest-a-direcFi(x)dx . Un raisonnement similaire 1-rg 1-ryg

effectué pour le flux(x) nous améne au systeme d’équa-

tions suivant: La combinaison de la relation (39) et de la matrice de

passage de dioptre conduit a une équation liant les flux
incidents et émergents de la surface du dioptre avec les

oL Eﬂi(x) = Mi(X) —Fj(X) flux incidents et émergents du substrat. Dans le cas géné-
Oc dx | scrit:
0 | (37)  ral, on écrit:
209 = FiR)-Mik @)
ou les signes négatifs de la premiere équation proviennenti| _ p Cexp M —F CXED IO - |T U| i
de l'orientation dei(x) dans le sens des  décroissants, d - 0 |j(o) vV W| |j(0)
Le systeme (37) se met sous la forme matricielle suivante:
ou P, est la matrice de passage de dioptrefT ety V ,
1 d[i M —F] i W quatre sous-matrices de dimensiorx n . Avec la
= EL{ } = { o } (38) relation j(0) = Ry (0(0) et I'équation (42), les compo-
¢ dxj(x) F-M] [j(x) santes du vecteyr  se lient directement aux composantes

i . . . . du vecteuri par la relation:
L'équation contient une matrice bloc formée de quatre P

matrices de dimensionx n . D'un point de vue mathé- ) 1
matique, cette matrice se comporte comme une matrice de = (V+WIR)QT+UILRy) "0 (43)

Q|mer!S|pn2n_x 2n . pgla ramene le problem\e aune eaua 5 non-commutativité du produit matriciel impose le res-
tion différentielle linéaire du premier ordre a coefficients de l'ordre d d . ion. D intd
constants dont la solution s'écrit (voir [Ave91] p. 52):  Pectde fordre des termes dans cette equation. Du point de
vue de la physique, cela correspond a la non-commutati-
vité des filtres fluorescents.
i(X)| _ M —F| . Hi(0) R ,
{ (XJ = engF M CXED i0) terme & terme entre les vecteyrs iet .En général, est
J J le spectre de la lumiére incidente,jet se calcule a l'aide

(39) Par définition, la réflectanc®  correspond au rapport
Linfluence des réflexions multiples étudiées aude larelation (43). Nous avons alors la réflectaRce  pour

paragraphe 3 doit également étre prise en compte dans8€ longueur d'onda  donnée:

cas de notre systeme. L'équation (25) qui modélise le pas- _

sage du dioptre s’adapte au cas fluorescent en remplacant RO\ = ﬂ (44)
les éléments scalaires de la matrice par des matrices de i(\)

dimension nxn . A I'extérieur du milieu contenant

; S . Ainsi, grace a notre nouveau modéle, nous sommes en
I'encre fluorescente, les flux incidents et émergents SOI’@

esure de prévoir le spectre produit par une encre a carac-
re fluorescent imprimée sur un papier de qualité. Notons
gue le modele s’articule, comme le montre la figure 7,
(40) autour de trois matrices qL_Ji modeélisent respectivement le
passage du dioptre, le milieu transparent fluorescent et la

H (Id—R )—1 —-R(ld-R )—1 P(Xﬂ réflexion diffuse sur le substrat.
il |R(1d=RY™ (1-R -RR(1d—Ry)™)| ()

notés respectivement avec les vecteurs j et . En tou
rigueur, la nouvelle relation s’écrit:

Matrice de passage P,

_ S _ _ du dioptre
ou Id désigne la matrice identité de dimensior n R,

la matrice diagonale correspondant a la réflexion spécu- Matrice de |

! ; X ¥ PP atrice de la 0
laire et R; la matrice diagonale représentant la réflexion ., che 0
interne. Souvent, on admet que l'indice de réfraction du nfinitésimale OF —MO . .
milieu récepteur de I'encre reste constant sur I'ensemble ; /

r nsidéré. Dan I Xpression . el : '

du spectre co s,deg ans ce cas, les expressions deSMatnce de réflexion
matrices de réflexion se simplifient pour donner du substrat Ry
R = rgld etR; = r;ld, ourg etr; sontrespectivement
les coefficients de réflexion spéculaire et de réflexion

interne. Cette simplification conduit & une expression plus ~ Figure 7: Modélisation par trois matrices d'une
légére: encre fluorescente imprimée sur un papier de qualité.



7. Application

R

Le modele de fluorescence en réflexion a eté appliquée
la prédiction des spectres d'encres fluorescentes impi
mées sur des papiers de qualité. L'étude et les résulte:2
expérimentaux détaillés se trouvent dans [Em97] € [/\
[Em98b]. Nous ne présentons ici qu’un seul exemple. ' / T

Les papiers destinés a I'impression jet d’encre de quées -
lité sont formés d’'un substrat (polymére blanc ou papier / A
recouvert une fine couche réceptrice d’encre. La couct®® /
réceptrice peut étre un polymere transparent comme p, / /
exemple I'alcool polyvinylique. /"\ /’

Dans le modele que nous avons établi au paragraphe oz —_—~ ~
trois parametres caractérisent le papier: la réflexion e
surface, la réflexion interne et la réflexion du substrat. L.’ 450 500 550 600 650 700

réflexion en surface; etlaréflexioninterne  dépendentigyre 8: . Spectre de réflexion mesuré de I'encre orange sur
de l'indice de réfraction du milieu transparent récepteurpapier MPA J21 (trait continu), spectre prédit par notre modele
d’encre. Connaissant la nature chimique de la couchtenant compte de la fluorescence (pointillés) et spectre prédit ne
réceptrice, l'indice se retrouve dans la littérature (voirtenant compte que de I'absorption de Beer (tirets).
[Bra89] pp. VI/451-VI/461). Dans le cas contraire, il faut
faire appel a des mesures de réfractométrie afin de déter-
miner I'indice de réfraction de la couche supérieure (voir
[Mat85] p. 448). 8. Conclusions
La réflexion du substrat s’exprime mathématiquement
par une matrice. Celle-ci est triangulaire lorsque le subs- Une nouvelle formulation mathématique du modeéle de
trat contient des substances a caractére fluorescent tell€gbelka et Munk a été présentée. Basée sur une notation
que les azurants optiques. La mesure de la matrice daatricielle, elle permet une manipulation plus aisée des
réflexion se fait par la méthode & deux monochromateursxpressions algébriques. Les principaux résultats du for-
décrite par Donaldson (voir [Don54]). mulaire de Kubelka et Munk ont pu étre recalculés facile-
La construction de la matrice de densité de fluorescenament. D’autres relations remarquables, comme la
requiert la mesure de quatre grandeurs physiques: le coaferrection de Saunderson, peuvent également s'écrire
ficient d’extinction spectral, la bande d’excitation, le spec-sous forme matricielle.
tre d'émission et le rendement quantique. Le coefficient Cette nouvelle approche permet d’aborder la fluores-
d’extinction spectrak(A) se détermine & l'aide d’un spec-cence dans le méme cadre mathématique. Une matrice de
trophotomeétre d’absorption utilisant un faisceau dedensité de fluorescence modélise le comportement d'un
lumiere monochromatique collimaté. L'estimation de lafilm transparent contenant une substance fluorescente. A
bande d’excitation, du spectre d’émissib(i\) et du renfimage des résultats de Kubelka et Munk, un nouveau
dement quantiqu&® nécessitent I'utilisation d’un fluori-modéle de fluorescence en réflexion a été construit.
métre (voir [Em98a] pp. 84-87). La puissance du modéle a été illustrée par le cas d'un
La source de lumiére est une lampe de type tungsténeéthantillon dont le spectre a été prédit avec précision.
halogéne. Son spectre relatif se mesure a l'aide d'un
spectroradiométre. L'éclairage diffus s'obtient en combi-
nant la source de lumiére avec une sphere intégratrice (ou Bibliographie
sphére d'Ulbricht). Celle-ci permet également, par une
autre ouverture, de mesurer le spectre de la réflexion difAve91] Avez A., Maitrise de Mathématiques Pures, Calcul

nm

fuse de I'échantillon étudié. La sphére intégratrice pré- Différentiel Masson, Paris, 1991.
sente ainsi trois ouvertures: une pour la source de lumiéré8radd]  Brandrup J., Immergut E.H. Editof8olymer Hand-
une pour I'échantillon et une pour l'instrument de mesure. ?ggg Third Edition, John Wiley & Sons, New York,

Le résultat de prédiction obtenu pour une encre orang

fluorescente imprimée sur le papier J21 de la société MP. alog]  Callet P.,Couleur-Lumiere Couleur-Matiére, Inte-

raction Lumiéere-Matiere et Synthese d’'Images

(voir [MPA]) est donné par la figure 8. Entre 400 et 550 Diderot Editeur. Paris. 1998.

nm, seules les absorptions de I'encre et du support intefpons4]  Donaldson R., “Spectrophotometry of Fluorescent
viennent; par conséquent, toutes les courbes de prédiction Pigments,"British Journal of Applied Physics/ol.

se superposent. De 550 a 680 nm, la fluorescence s’ajoute 5, pp. 210-214, June 1954,

au phénomeéne d'absorption et produit dans le spectre dEm97]  Emmel P., Hersch R.D., “A ‘one channel’ Spectral
réflexion une bosse dont le sommet atteRt= 1.2 . Colour Prediction Model for Transparent Fluores-
Cette bosse, qui ne s’explique pas par I'absorption de cent Inks on %Transparent_ SuppoRjbceedings of
Beer (courbe en tirets), est prédite qualitativement et the IST/SID 3’ Color Imaging ConferenceScotts-

dale, Arizona, USA, pp. 70-77, November 17-20,
1997.

[Em98a] Emmel P.Modeéles de prédiction couleur appliqués
a I'impression jet d’encreThese No. 1857 présentée

guantitativement par notre modeéle (courbe en pointillés).
L'écart colorimétrique exprimé dans I'espace CIELAB
(voir [Wys82] pp. 166-168) entre la courbe prédite par

notre modéle de fluorescence et la courbe mesurée vaut au département d'informatique de 'Ecole Polytech-
AE = 2.03, alors que I'écart entre le SpeCtre mesuré et nique Fédérale de Lausanne, Suisse, 1998.
celui prédit par la loi d’absorption de Beer s’éleve a http://lspwww.epfl.ch/publications/

AE = 27.78. colour/thesis-emmel.html
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